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Aufgabe 1(Additionstheorem für ℘′)(4 Punkte):
Man zeige (f̈ur welchez,w∈ C gelten die Relationen?):

a)

℘′(z+w) =−1
2
(℘′(z)+℘′(w))+

1
4

(℘′(z)−℘′(w))(℘′′(z)−℘′′(w))
(℘(z)−℘(w))2 − 1

4

(
℘′(z)−℘′(w)
℘(z)−℘(w)

)3

b)

℘′(2z) =−℘′(z)+
1
4

℘′′(z)℘′′′(z)
℘′(z)2 − 1

4
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℘′′(z)
℘′(z)

)3

=−℘′(z)+
3℘(z)℘′′(z)

℘′(z)
− 1

4

(
℘′′(z)
℘′(z)

)3

=
28℘3(z)−g2℘(z)+2g3

2℘′(z)
− 1

4

(
12℘2(z)−g2

2℘′(z)

)3

.

Aufgabe 2(Ordnungen elliptischer Punkte) (5 Punkte):
SeiΩ ein beliebiges Gitter. Dann zeige man:

a) Es gibt genau 3 Punkte der Ordnung 2 inE, nämlich(e1,0), (e2,0) und(e3,0).

b) Zun∈ N gibt es genaun2 Punkte inE, deren Ordnung ein Teiler vonn ist. Wieviele Punkte gibt es
von der Ordnungn?

Aufgabe 3(reelle elliptische Kurve)(5 Punkte):
SeiΩ ein Gitter. Man zeige:

a) Die GruppeE ist isomorph zuR/Z×R/Z.

b) Für ein RechteckgitterΩ gilt:

ER := E∩ (R×R) =
{

(℘(z),℘′(z));z∈ (
ω
2

+R)\Ω,ω ∈ Ω
}

.

c) Für ein RechteckgitterΩ gilt:

ER := ER∪{O} ist eine zuZ/2Z×R/Z isomorphe Untergruppe vonE.



Aufgabe4∗ (Verallgemeinerung der S̈atze von Liouville) (5 Punkte):
Sei 06= f ∈ M , so dass zu jedemω ∈Ω einc(ω) ∈C gibt mit f (z+ω) = c(ω) f (z) für allez∈C\D f .
Dann gilt

a) ordc+ω = ordc f für allec∈ C, ω ∈ Ω.

b) ∑c∈Pordc f = 0.

c) Ist f ganz, so existierena,b∈ C mit f (z) = aebz für allez∈ C.

Aufgabe 5(Produktdarstellung)(6 Punkte):
Wie in Aufgabe 4 seif ∈ M mit f (z+ ω) = c(ω) f (z) für alle ω ∈ Ω. f habe inP Nullstellen inai ,
i = 1, . . . , r und Polstellen inbi ,i = 1, . . . , r (Ist dies eine Einschränkung?) Man zeige:
Dann gibt esα,β ∈ C mit

f (z) = α
σ(z−a1) · . . . ·σ(z−ar)
σ(z−b1) · . . . ·σ(z−br)

eβz.

Umgekehrt erf̈ullt jedes solche Produkt auchf (z+ω) = c(ω) f (z) mit

c(ω) = eβω+η(ω)(b1+...+br−a1−...−ar ).


