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7. Ubung zur Fourier-Analysis 1
(Abgabe: 14.06.2002 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Die periodischen Bernoulli-Splines B,, sind definiert durch (vgl.
Ubung 2, Aufgabe 4 b))

Bl(t)Z:

=0 <t<2nm
(2m-periodisch fortgesetzt),

0, t=0

Bm(t)::/t Bp1(u)du (t€R, m>2).

a) Zeigen Sie, dass eine Folge (a,,)%_, C R existiert, so dass B,, eine 2m-periodische

Funktion ist.

b) Beweisen Sie die Fourier-Entwicklungen (v € N)

L = cos kt 1 = sin kt
Bu(t) = (=1)")_ =5 Baa®=(1""Y o=
k=1
Hinweis: Gehen Sie vor wie in Ubung 6, Aufgabe 7.

Aufgabe 2: Sei Xy, einer der Rdume Cy, oder L5 | 1 < p < oo, und sei f € Xo,.
Fiir eine approximierende Identitét {x,},ca gelte zusétzlich

lim [ sup |Xp(u)|] = 0.
P=PO | §<|u| <

Zeigen Sie:
a) In jedem Stetigkeitspunkt zo von f gilt lim I,(f;xo) = f(xo).
p—po
b) Falls f stetig auf (a —n,b+n) fiir ein n > 0 ist (@ < b), dann gilt lim I,(f;z) =
p—po
f(z) gleichméfig in [a, b].
c) Falls {x,},ea zusétzlich gerade ist und hlir&[f(xg + h) + f(xg — h)] = 2¢ fiir ein

zo € R existiert, dann folgt lim I,(f;xz0) = c.
p—po



Aufgabe 3:

a) Man zeige: Ist f € AC(a,b], so existiert fiir alle € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir
jede Wahl von disjunkten Intervallen [a;, b;] C [a,b],i € I C N gilt:

> i—a)<ds = D> |fb)— fla)| <e.
i€l i€l

Hinweis: Man verwende die absolute Stetigkeit des Lebesgue-Integrals (vgl. Lit.
B III 1 (Hewitt-Stromberg), p.286).

b) Beweisen Sie fiir b — a < oc:

AC[a,b] C BV |a,b].

Aufgabe 4: Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) Seien f € C{” und g € LL_. Dann ist fxg € C{” und (f % ¢)®(z) = (f©) % g)(z)
fiir alle z € R.

b) Fiir eine approximierende Identitét {x,},ca und f € C’Q(;) gilt (simultane Ap-
proximation)

lim [|(L,£)® = fPlc,, =0 (0<k <)

p—po

c¢) Falls f € (L5 )", r € N, ist, so folgt f' € (L5 )"V, wobei (L5 )© := L} .

(o] [eo]

d) Fiir r,s € Nund 1 < p < oo seien f € (L5 )" undge(L2 )& 1 /p+1/p = 1.
Dann folgt f* g € CIP und (f # ¢)+) (2) = (f©) % ¢®))(2) fiir alle z € R.

Definition: Sei f € L5 | 1 <p < oo. Fulls ein g € LY existiert, so dass

flx+h) = f(x)
h

21

lim
h—0

p
L27r

so heifit g die starke Ableitung D! f von f. Héhere starke Ableitungen D f werden
iterativ definiert iiber DT f := DD f).

Aufgabe 5

a) Seien f € (L5 )" 1< p < oo, r € N. Zeigen Sie, dass die r-te starke Ableitung
(in L) von f existiert mit D f = f).

b) Seien f € (L5 )™ 1 < p < oo, und g € L}_ fiir ein r € N. Zeigen Sie, dass die
Faltung f * g dann r-fach stark differenzierbar ist mit (D f) *x g = D%L(f * g).

Hinweis: Lit. B VIII 3 (Butzer-Nessel), p.34



