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6. Ubung zur Fourier-Analysis 1
(Abgabe: 07.06.2002 vor der Ubung)

Aufgabe 1: Beweisen Sie:
a) Ist f € L mit
T dt
| ttrn)§ <o,
0

dann gilt:
lim S,(f;z) = f(x) f.i.
Hinweis: Benutzen Sie das Dini-Kriterium fiir § = 7.
b) Ist f € Lip(a; L3) fiir ein a > 0, d.h. gilt w(¢, f; LY ) = Ot*) fir t — 0+ (vgl.
Sie auch mit Folgerung I 48), dann gilt

lim S,(f;z) = f(x) f.i.

n—oo

Aufgabe 2: Beweisen Sie das Gibbs-Phinomen: Fiir den Bernoulli-Spline f> aus
Ubung 2 Aufgabe 4 b) und z,, = z, n € N gilt:
n

sint

hrn Sh <f2,$n> f2 l’n / —dt — 5 > 0.

Aufgabe 3: Gegeben sei das Faltungsintegral I,f := f * x, mit Kern {x,},ca. Be-
weisen Sie (vgl. Lemma I 58):

1
||IpH[L;7,] = %HXPHL%W (p€A).

Hinweis: Lit. A II 22 (Lasser), pp. 109.

Aufgabe 4: Fiir eine reellwertige Funktion f € L} und ¢ € R sei F,(x f f(t)
Zeigen Sie, dass ein ¢y € R existiert, so das [ FCO( Ydz = 0.

Hinweis: Mittelwertsatz



Aufgabe 5: Sei A eine komplexe, unendlich dimensionale Dreiecksmatrix, d.h. A :=
(Mo )kmep mit Ag, € C, wobei Ay, := 0 im Falle m < k ist. Fiir alle m € P und

fe Ll seiAy,f:=f% X, mit
l’) — Z /\|k|,m€ikm
k=—m
a) Zeigen Sie die Ungleichung von Hardy-Littlewood-Sidon: Fiir X5, = Cs,

oder L} existiert eine Konstante M > 0, so dass gilt:

Al xan) = M - ‘Z m € N).

m+1—k‘

Hinweis: Benutzen Sie die Fejér-Polynome aus Ubung 3, Aufgabe 4 b).

b) Wenden Sie Teil a) auf die Fourier-Teilsummen an.

Aufgabe 6: Die de La Vallée Poussin-Summen (de La Vallée Poussin: 1866-1962)
einer Funktion f € L} sind definiert durch das singulire Integral

mufx:: /f W)U, (0)du (0<m<peN)
mit Kern 41
1 m
= ——F - F,,_ ,
) 1= B 0) = — P )

wobei F), der Fejér-Kern ist und F_; = 0 gesetzt wird.

a) Bestimmen Sie die Faktoren ©y,, , in der Darstellung

I
U p(0) = Z @k7m7ue’k“

k=—p

b) Zeigen Sie fiir festes j € P: ||V, ,llizs ) # O(1)  (u — o00).
Hinweis: Benutzen Sie die Ungleichung von Hardy-Littlewood-Sidon.

Aufgabe 7: Fiir n,m € Nsind die Euler-Spines ¢,, ,,, wie folgt definiert (vgl. Ubung
2, Aufgabe 4 a)):

©no(t):=sgn(sinnt)
T

gomm(t)::/ Onm—1(w)du  mit Y, = (1 — (—1)’")%.

Yn,m



Zeigen Sie, dass die Euler-Splines 27-periodische Funktionen sind und die folgenden
Entwicklungen gelten

sm 2y—|—1 nt — }
nm = N).
¥ TR Z 2,/ + 1 m+1 (m = )

Hinweis: Benutzen Sie ohne Beweis die gliedweise Integration von Fourier-Reihen, d.h.

fir f € Ly, und F(z) := [ f(u) du existiert ein o € C mit
F@)= PO0)r+at Y =,
k=00, k0

wobei die Reihe auf R gleichméflig konvergiert.

Aufgabe 8: Zeigen Sie als Anwendung von Aufgabe 7:
2 4

> 1 ™ > 1 T
;(21/—1—1)2 8 2;(21/“)4 T 96
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