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5. Übung zur Analysis II
Abgabe: Freitag, 31. Mai 2002, bis 13:30 Uhr im Kasten vor Raum 155, Hauptgebäude

Hinweis. Bitte beachten Sie die Verlegung der Diskussionsstunden am Donnerstag, 30. 5., auf den
Freitag, 31. 5., 15:45–17:15 Uhr, Hörsaal SG 413.

Aufgabe 1 (2+3 Punkte) Zeigen Sie:

a)
∞

∑
n=2

1
n(logn)α konvergiert genau dann, wennα > 1 ist.

b)
∞

∑
n=2

1
n· logn· log(logn)

ist divergent.

Aufgabe 2 (1+2+2+2+1 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konver-
genz bzw. Divergenz:

a)
∫ 7

1

1
(5−x)3 dx

b)
∫ 1

0
log

(
1

1−x

)
dx

c)
∫ 2

0

cos1
x

x8/7
dx

d)
∫ 1

0

dx√
x−x2

e)
∫ 5

0

x√
e2x−1

dx.

Aufgabe 3 (4 Punkte) Beweisen Sie die LEGENDREsche Verdopplungsformel:

Γ(
x
2
)Γ(

x+1
2

) = 21−x√πΓ(x) für x > 0.

Anleitung:Betrachten Sie die Funktion

f (t) = 2tΓ(
t
2
)Γ(

t +1
2

) für t > 0

und zeigen Sie, dass sie die Funktionalgleichungf (t +1) = t f (t) erfüllt und logarithmisch konvex ist.
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Aufgabe 4 (3+3+3 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf punktweise und
gleichm̈aßige Konvergenz:

a) ( fn)n≥1 mit fn : [0,1]→ R,x 7→ 1
1+nx

,

b) (gn)n≥1 mit gn : [0,1]→ R,x 7→ x
nx+1

,

c) (hn)n≥1 mit hn : R→ R,x 7→ nsin(nx)
n2 +x2 ,

Aufgabe 5 (1+2+2 Punkte) Gegeben seien die Funktionenfolgen( fn)n≥1, (gn)n≥1, die gleichm̈aßig
gegenf bzw.g aufD⊂ R konvergieren. Zeigen Sie:

a) ( fn +gn)n≥1 konvergiert gleichm̈aßig gegen( f +g) aufD.

b) ( fn ·gn)n≥1 ist i. A. nicht gleichm̈aßig konvergent aufD.

c) Ist | fn(x)| ≤M und |gn(x)| ≤M für allex∈ D und für allen∈ N mit einemM ∈ R, so konvergiert
auch( fn ·gn)n≥1 gleichm̈aßig gegen( f ·g).

Aufgabe 6 (3+2+4+2 Punkte, die nicht zur Gesamtpunktzahl mitzählen)

Es seiI(n) :=
∫ π/2

0
sinnu dufür n∈ N0.

a) Zeigen Sie:

I(0) =
π
2
, I(1) = 1, I(n+2) =

n+1
n+2

I(n), n≥ 0.

b) Beweisen Sie f̈ur n∈ N0 die Abscḧatzung

1≤ I(n)
I(n+1)

≤ I(n)
I(n+2)

.

c) Zeigen Sie, dass sichπ als das folgende Produkt darstellen lässt (das so genannte Wallis-Produkt):

π
2

= lim
m→∞

(
1

2m+1
[(2m)!! ]2

[(2m−1)!! ]2

)
.

Dabei sei f̈ur m∈ N

(2m)!! := 2·4· · ·(2m) und (2m+1)!! := 1·3· · ·(2m+1).

Hinweis.Zeigen Sie f̈ur m∈ N
I(2m)

I(2m+1)
= (2m+1)

[(2m−1)!! ]2

[(2m)!! ]2
π
2
.

d) Zeigen Sie:

Γ(
1
2
) =

√
π und Γ(

3
2
) =

√
π

2
.

Aufgabe 7 (3 Punkte, die ebenfalls nicht zur Gesamtpunktzahl mitzählen)
Mit der Substitutionx2 = t wurde die folgende Formel hergeleitet:

3 =
x3

3

∣∣∣∣1
−2

=
∫ 1

−2
x2 dx=

1
2

∫ 1

4

t√
t

dt =
1
3

t
3
2

∣∣∣∣1
4
=−7

3
.

Wo ist der Fehler?


