LEHRSTUHL A FUR MATHEMATIK Aachen, den 17.07.2002
Prof. Dr. E. Gorlich

Formelsammlung spezieller Funktionen

1 Logarithmus, Exponential- und Potenzfunktionen

1.1 Natiirlicher Logarithmus
log: (0,00) = R
Der Logarithmus ist auf (0, 00) definiert durch

1 .
logz = Tim 2 (1~ 5= ) = lim 2"(%/z-1).
n— o0 ﬁ n—oo

Der Logarithmus ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in z = 1.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(1) li%l+ logz = —o0, lim logz = 0.
Funktionswerte
(2) log1 =0, loge =1;
wobei e = 2.718281828459. .. die EULERSCHE ZAHL ist.
Funktionalgleichung
(3) log(xy) = logz + logy x,y > 0.
Abschitzungen

1
(4) l—-—<logz<z—1 x>0, z#1,

T

1

(5) 2(1—ﬁ)<10g$<2(\/§—1) r>0, x#1.

Fiir = 1 gilt natiirlich Gleichheit.
Weitere Eigenschaften

(6) log (E) =logz —logy, log z® = alogx z,y >0, a € R.
Y
Ableitung und Integral
d 1
(7) d—logz:f, /1ogxd9::xlogxfx xz>0.
x x
Reihendarstellungen und Grenzwerte
o (17 o 1)2k+1
8 1 =2 0;
® B ;0 Qk+ D@tz T
= (z— 1)k 1
k=1
o -1 k+1 ..k
(10) log(l—i—x)zz()Tx 1<z <l;
k=1
(11) log(l—m):—Z? —1<z<1;
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"1
(12) lim (Z - —log n) =C O =0,577215664901532. .. .
k=1

Die Konstante C heifit EULER—MASCHERONI Konstante.

1.2 Exponential- und Potenzfunktionen
a”: R — (0,00), aP: (0,00) = R a>0,peR

Fiir a > 0 und b € R ist a® mit a® := 1 wohldefiniert. Die Exponentialfunktion ist auf R gegeben
durch
a”: R — (0,00),2 +— a” a>0.

Die Potenzfunktion ist auf (0,00) gegeben durch
2P (0,00) = R,x +— P peR.

Fiir rationale Exponenten p = r/s, mit r € Z und ungeradem s € N, kann der Definitionsbereich
der Potenzfunktion erweitert werden durch

aP = (=1)/m st |gpp zeR, falls p>0 und z € R\ {0}, falls p<O0.

Die Exponentialfunktion ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt keine Nullstellen in R.

Die Potenzfunktion ist stetig auf (0,00), fiir p > 0 streng monoton wachsend, fiir p < 0 streng
monoton fallend und fiir p = 0 konstant auf (0, c0). Ist die Potenzfunktion auf ganz R definiert, so
besitzt sie fiir p > 0 genau eine Nullstelle in x = 0.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(13) lim a® =0, lim a” = oo}
. 0, p>0 . oo,p>0
P _ J p_ )

(14) zli%l+x {oo,p<0’ zlggox {0,p<0'
Funktionswerte

(15) =1, a' =a, 1P =1.
Funktionalgleichungen

(16) a®tV =a"a¥ , a®b® = (ab)”, (a®)¥ =a™ a,b>0, z,y e R.
Abschitzungen

(17) 14+z<e” reR;

1
18 T < <1.
(18) =12 *

Weitere Eigenschaften

(19) a® = evlos loga® = xloga a>0, zeR;
(20) €8T =z fiirz >0, loge® =z fiirz e R.

Die e—Funktion ist somit die Umkehrfunktion des Logarithmus. Die Umkehrfunktion von a* wird
mit log, x bezeichnet und heifit Logarithmus zur Basis a. Es gilt

log x
(21) log, z = loga z,a>0.
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Ableitung und Integral

d d
(22) dfflw:alloga, ?ez:ex a>0, xeR;
x x
d
(23) d—xp:pa:p‘l peER, 2>0;
x
(24) /amdarz - a>0, a#1;
loga
s
,peR\{-1
(25) /xpdx: p+1 P Vit
10g|$‘»P:—1~

Reihendarstellungen und Grenzwerte

€T n
(26) e = lim (1+7) z€R;
n—oo n
>k
T
(27) e’ = ' zeR.
k=0
Y
6 —
e(E
5 .
7/
/
/
4 , ‘Ty==zx
/
7/
3 - ’
7/
7/
/
2 %
7/
/
Ve
1 , 7 log
7/
/
1 [ w T T T T w
4 -3 -2 -1 7 1 2 3 4 5 °
/
s —14
/
7/
7/
% _9
2  Arcusfunktionen
2.1 Arcustangens
arctan: R — (fﬁ, z)
272
Der Arcustangens ist auf R definiert durch
x
arctanz := lim 2"z, , wobel zg :=x, Tpy1: n neNg.

n—oo 14+ /1+a2
Der Arcustangens ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in = = 0.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

71' s
(28) lim arctanz = ——, lim arctanz = —.
T——o00 Tr—00 2
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Funktionswerte
arctan(0 =0, arctan 1 = il .
29 0=0 1 1
Symmetrie
(30) arctan(—z) = —arctanx .
Abschitzungen
2z 2z
31 <arctanr < ———— z>0.
51) VI+22(1+V1+a?) 1+ V1 +2a2
Fiir z < 0 kehrt sich die Ungleichungskette um, und fiir = 0 gilt natiirlich Gleichheit.
Additionstheoreme
arctan x + arctan y = arctan xy < 1;
32 o 1
-z
arctan r + arctany = m + arctan Tty x>0, zy>1;
33 1
—zy
arctan z + arctany = —m + arctan r+Y <0, zy>1.
34
—xy
Weitere Eigenschaften
1
(35) arctan x = g — arctan — x#0.
x
Ableitung und Integral
d 1 1 9
(36) . arctan z = T2 arctan x dr = x arctan ¢ — 3 log(1 4 z*).
Reihendarstellungen und Grenzwerte
o0 k 2k+1
7 t 1;
(37) arctanx = Z 2k—|—1 lz] < 1;
T ( 1)k+1
(38) arCtanx:i§+Zm |l" >].
Dabei triigt das erste Glied das Vorzeichen ,,+“ fiir £ > 1 und ,,—“ fiir x < —1.
(39) lim arctan 1
x—0 X

2.2 Arcuscotangens
arccot: R — (0, )

Der Arcuscotangens ist auf R definiert durch
™
arccot x := 5 arctan .

Der Arcuscotangens ist stetig, streng monoton fallend und besitzt keine Nullstellen.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(40) lim arccotz =7, lim arccotz =0.

Tr— —00 Tr— 00

Funktionswerte

3
(41) arccot 0 = g, arccot 1 = Z, arccot(—1) = YR
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Symmetrie
(42) arccot(—x) = m — arccot x .
Abschitzungen
2 2
(43) T 2T <arccotz < ~ — i x>0.

2 1+V1+a? 2 V142214 V1+a?2)

Fiir < 0 kehrt sich die Ungleichungskette um, und fiir £ = 0 gilt Gleichheit.

Additionstheoreme
-1
(44) arccot x + arccot y = arccot z z+y>0.
T+y
Weitere Eigenschaften
(45) arctan x + arccot x = g z eR.

Ableitung und Integral
1
1+ 22’

Reihendarstellungen und Grenzwerte

d 1
(46) . arccot x = — /arccot xdx = xarccot x + 3 log(1 + %)
x

T e (_1)k+1m2k+1

(47) arccot x = 5 + oh D) lz] < 1.
k=0
2.3 Arcussinus und Arcuscosinus
arcsin: [—1,1] — [-7/2,7/2], arccos: [—1,1] — [0, 7]
Der Arcussinus ist fiir || < 1 definiert durch
arcsin z := arctan \/%7, x| < 1; arcsin(+1) := j:g .
Der Arcuscosinus ist fiir |z| < 1 definiert durch
ATCCOS T 1= ArcCot ——e— lz] < 1; arccos1:=0, arccos(—1) = .

VI—2?’
Der Arcussinus ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in x = 0. Der
Arcuscosinus ist stetig, streng monoton fallend und besitzt eine Nullstelle in x = 1.

Funktionswerte
(48) arcsin0 = 0,  arcsin(£1) = j:g ;
(49) arccos 0 = g , arccos(—1) =, arccos1 =0.
Symmetrie
(50) arcsin(—x) = —arcsinz, arccos(—x) = m — arccos .
Additionstheoreme
(51) arcsin z + arcsiny = arcsin (:C\/l — 2 +yV/1— z?)
zy <0 oder 2% + 9% < 1;
(52) arcsin x + arcsiny = 7 — arcsin (x\/l — 2 +yV1— z?)
r>0,y>0, 22 4+9°>>1;
(53) arcsin z + arcsiny = —m — arcsin (x\/1 — 2+ yV1— z?)

r<0,y<0, 22 +9y*>1;
(54) arccos « + arccos y = arccos (zy — V1 — 22y/1 — 3?) r+y>0;
(55) arccos T + arccos y = 21 — arccos (zy — V1 — 22y/1 — y?) z+y<0.
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Weitere Eigenschaften
(56) arcsin x + arccos ¢ = g xe[|-1,1].

Ableitung und Integral

1 d 1
(57) — arcsine = —— — arccosx = —

dz V1—z2’ dz \/1—.%‘2;

(58) /arcsinxdx =zarcsinz + /1 — 22, /arccosxdw =xarccosz — /1 —x2.

Reihendarstellungen und Grenzwerte

L (2k — 1)kt

59 ing =3 o T 1
(59) arcsin kZZO Ok £ 1) lz] < 1;
T = (2k — 1)Ng2k+1
60 SRR N . 1.
(60) Arccos T = o kz:;) ORIk 1) |z| <
Dabei sind fiir n € N die Doppelfakultiten gegeben durch (2n+ )!!:= 2n+1)(2n—1)- --- - 31,
2n)ll:=2n)2n—2)- -+ -4-2, 01 :=1 und (-1)!! :=
Y Y
——————————————— — 7 - o7
arccot x
. arccos . arcsing
2 - - - - - - - - - - - = 2
arctan x
x x x x x T x x T x x 1
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 ° -1 1 °
——————————————— -3 -3

3 Trigonometrische Funktionen

3.1 Tangens und Cotangens
tan: R\ {(1/2+ k)r; k€ Z} - R, cot: R\ {km; k€ Z} - R
Der Tangens ist auf (—w/2,7/2) definiert als die Umkehrfunktion des Arcustangens

tanx := arctan” 'z x € (—m/2,7/2),
und wird auf R\ {(1/2 + k)7 ; k € Z} fortgesetzt durch
tan z := tan(x — k) e ((-1/2+ k), (1/2+ k)m) .
Ebenso ist der Cotangens auf (0, 7) definiert als die Umkehrfunktion des Arcuscotangens
cot x := arccot™ ! x z e (0,m),
und wird auf R\ {k7; k € Z} fortgesetzt durch

cot x := cot(x — k) z € (kr,(k+ 1)m).
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Der Tangens ist stetig, streng monoton wachsend auf seinem Definitionsbereich und besitzt Null-
stellen in z = km, k € Z. Der Cotangens ist stetig, streng monoton fallend auf seinem Definitions-
bereich und besitzt Nullstellen in x = (1/2 + k)7, k € Z.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches
Fir k € Z gilt

(61) lim tanxz = oo, lim tanz = —o0;
z—(5+k)m— z—(5+k)rt
(62) lim cotax = —o0, lim cotx =o0.
Tc—kT— z—kmt
Funktionswerte

(63) tan0 =tanm =0, tan(w/6) = 1\/g, tan(w/4) =1, tan(r/3) = V3;

3
1
(64) cot(m/6) = V3, cot(m/4) =1, cot(r/3) = g\/?;, cot(m/2) =0.
Weitere Funktionswerte erhédlt man unter Ausnutzung der Symmetrie.
Symmetrie
(65)
tan(—x) = —tanz, tanx = tan(z 4+ ), cot(—x) = —cotx, cotx = cot(x + 7).
Additionstheoreme
t +t
(66) tan(z £ y) = _enT = any ;
1 Ftanztany
cotzcoty F1
67 txty) = —"70
(67) cot(w +y) coty & cotx
tanx + ta tanz — ta
(68) tanz tany = 0o ny_  ane ny;
cotx + coty cotxz — coty
t t tx — cot
(69) cotxcotyzco x—«—coy:icox coy;
tanz + tany tanx — tany
t t t — cot
(70) tanz coty = anzx + co y __tanz —co y'
cotx + tany cotx —tany

Die Ausdriicke gelten fiir diejenigen x,y € R, fiir die die Briiche wohldefiniert sind.
Ableitung und Integral

d , 1 d ,
(71) %tangc:l—i—tan T= £cotm:—1—cot T=o g
(72) /tanxda?:—log|cosa:|, /cotxdx:10g|sinx|.
3.2 Sinus und Cosinus

sin: R — [—1,1], cos: R — [—1,1]
Der Sinus ist auf (—m, 7] definiert als
2tan
sing == ——2— € (—m,m) sinm:=0.
1+ tan” 5

Dann wird der Sinus 27-periodisch auf R fortgesetzt durch
sinx := sin(x — 2kn) z e ((2k—1)m, (2k + 7).

Der Cosinus ist auf (—, 7] definiert als

1—tan2% e ) )
——5, TE(~mm7 cosm = —1.
1+ tan* 5

COST =
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Dann wird der Cosinus 27-periodisch auf R fortgesetzt durch
cosx := cos(x — 2km) z € ((2k — V), (2k + 1)m] .

Der Sinus ist stetig und besitzt Nullstellen in « = kn, k € Z. Der Cosinus ist stetig und besitzt
Nullstellen in = (1/2 4+ k)7, k € Z.

Funktionswerte
1 1 1
(73) sin0=0,  sin(w/6) =,  sin(r/4)= 5[2, sin(m/3) = 5\/5, sin(m/2) = 1;
1 1 1
(74) cos0 =1, cos(m/6) = 5\/§, cos(m/4) = 5\@, cos(m/3) = 3 cos(m/2) =0.
Weitere Funktionswerte erhélt man unter Ausnutzung der Symmetrie.
Symmetrie
(75)
sin(—z) = —sinz, sinz = —sin(z + ), cos(—x) = cosz, cosz = —cos(x + 7).
Abschitzungen
23
(76) sinz <z, sianm—F x>0;
(77) 2 <s 0<z<Z,
—z <sing ST <o
x? x? ot
1—-—< <1 <l——+ — R;
(78) 5 <cosr <1, cosx < 5 +24 reR;
- 1
(79) ‘Zsin(kw)‘g — neN, x#£2jr, jEL.
=1 | Sin 5’

Genauere Abschitzungen von sinx und cosx erhalt man durch Taylor-Entwicklungen.

Additionstheoreme
Es gelten fiir z,y € R

(80) sin(x + y) = sinx cosy + cos x siny ;
(81) sinx+siny:2sinx;ycosx;y;
(82) cos(z +y) = cosxcosy —sinzsiny;
(83) cosm+cosy:2cosz+ycos:£;y;
1
(84) sinzsiny = i(cos(:c—y) —cos(z + 1)) ;
1
(85) COST COSY = i(cos(xfy) + cos(z +y)) ;
1
(86) sinzcosy = 5 (sin(z —y) +sin(z +y)) .
Weitere Eigenschaften
(87) sinz = cos(x — g) r €R;
(88) sin? x + cos?z = 1 xeR.
Ableitung und Integral
d d
(89) —sinz = cosx, —cosx = —sinz;

dx dx
(90) /sina:d;c:—cosac7 /cosxd:c:sinx.
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Reihendarstellungen und Grenzwerte

e (—l)kl‘%'H
91 sSinw = — R;
(91) sinx kZ:O 2kt 1)) x €R;
> (_1)kx2k-
(92) cosx = —_— r €R;
2 o
. sinx . 1—coszx 1
(93) I —— =1, Jm—m—=3

Umrechnungstabelle der trigonometrischen Funktionen

sin® cos? tan? cot?
.9 .9 9 tan? z 1
sin“x = sin“ x 1 —cos“z 5 5
1+ tan®x 1+ cot“x
9 . 9 9 1 cot? x
cos® x = 1 —sin“x cos® T 5 5
1+tan“x 1+ cot“x
9 sin? 1—cos?x 9 1
tan® x = — 3 tan“x —
1 —sin“x COs* T cot*x
9 1—sin’z cos? x 1 9
cot“x = — 3 3 cot“x
sin® x 1 —cos*z tan®
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1 .
/><\ Ccos T sSinx

2

(VB

INIE]
3

[N
3

5 — | tanx

4 - |cotz

[
[
[
[
37 [
[
[
27 I
[
. [
[
[
I X
s us
1 1
-1
-}
- —3
-4
- —5

4 Hyperbolische Funktionen

4.1 Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus
sinh: R — R, cosh: R — [1,00)
Der Sinus hyperbolicus ist auf R definiert durch

x x

sinhzx := S
2
Der Cosinus hyperbolicus ist auf R definiert durch

hx =
cosh x 5

Der Sinus hyperbolicus ist stetig, monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in z = 0. Der
Cosinus hyperbolicus ist stetig und besitzt keine Nullstellen.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(94) lim sinhx = —o0, lim sinhx = oo;
(95) lim coshz = 0, lim coshz = co.

Tr——00 Tr—00
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Funktionswerte

(96) sinh0 =0, cosh0=1.
Symmetrie

(97) sinh(—z) = —sinhx, cosh(—z) = coshx .

Abschitzungen

1
(98) sinhz < 5606 < coshz zeR.

Additionstheoreme
Es gilt fiir z,y € R

(99) sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y ;
(100) sinhx + sinhy = 2sinh a ;— Y cosh % ;
(101) cosh(z + y) = coshz coshy + sinh z sinh y ;
(102) cosh x 4 coshy = 2 cosh Ty cosh % .
Weitere Eigenschaften
(103) cosh?z —sinh®’z =1 z eR;
(104) (cosh z & sinh )™ = cosh(nz) + sinh(nx) r€eR, neN.
Ableitung und Integral
d
(105) s sinhx = coshz, e coshz = sinhz;
x x

(106) /sinhx dx = coshz, /coshx dx =sinhz.
Reihendarstellungen und Grenzwerte

0 2kt
1 inhx = ER— R:
(107) sinh x ];)(2145—&—1)! T € Rj

2k
(108) coshxzzm zeR.

k=0

1 sinhz 1
1 li Toinhe = —= li — .
(109) lim e®sinh 5 Jim —— 5
1 coshz 1

11 li Tcoshr = = li =—
(110) L eteoshr=5, i ma =g

4.2 Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus
tanh: R — (—-1,1), coth: R\ {0} — R\ [-1,1]
Der Tangens hyperbolicus ist auf R definiert durch
oF _ o7

tanhy i = ——— .
et 4 e %

Entsprechend ist der Cotangens hyperbolicus auf R \ {0} definiert durch

et +e*

cothz := .
er — e~
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Der Tangens hyperbolicus ist stetig, streng monoton wachsend auf seinem Definitionsbereich und
besitzt eine Nullstelle in = 0. Der Cotangens hyperbolicus ist stetig, streng monoton fallend auf
seinem Definitionsbereich und besitzt keine Nullstellen.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(111) wli_)ngotanhx =1, wli)r_nootanhx =—1;
(112) xlglgo cothax =1, IEIPOO cothzx = —1;
(113) ﬂclir)([Jl+ cothz = o0, mli%l— cothr = —00.
Funktionswerte

(114) tanh0 =0.

Symmetrie

(115) tanh(—z) = —tanh«, coth(—z) = —cothx.
Additionstheoreme

(116) tanh(z +y) = ;in?ai;xt?;ilhyy z,y € R;
(117) coth(e+9) = PR ety £ 04
(118) tanhz £ tanhy = m z,y #0;

(119) cothz & cothy = sinh(y +z) z,y #0.

Ableitung und Integral

(120)

(121)

i tanhz = 1 — tanh? 2z =
dx

/tanhx dzx = log(cosh ),

sinh x sinh y

1

d
— — cothz =1 — coth®z = —
cosh® x dx

1

B )
sinh? x

/cothxdw = log | sinh z|.

Umrechnungstabelle der hyperbolischen Funktionen

sinh? cosh? tanh? coth?
tanh? x 1
sinh?z = sinh? x cosh®?z — 1 5 5
1+ tanh® x coth“z —1
1 coth? z
cosh?z = 1+ sinh?z cosh? z 5 5
1 — tanh“ coth"z — 1
.12 2
sinh” x cosh“z —1 1
tanh? z = — 5 tanh? z —
1+ sinh” z cosh” coth” z
1+ sinh? 2 cosh? x 1
coth?z = Jr 5 5 — coth? z
sinh” x cosh“z —1 tanh® x
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Yy
cothx
coshz
/)
7
7
7
%
<L ==
< tanh x
w I w w w w
-4 -3 1 2 3 4 *
—————— -1
-2
- -3
sinh x 4
cothx
-5

5 Areafunktionen

5.1 Areasinushyperbolicus und Areacosinushyperbolicus
arsinh: R — R, arcosh: [1,00) — [0, 00)

Der Areasinushyperbolicus ist fiir x € R definiert als die Umkehrfunktion des Sinus hyperboli-
cus:
arsinh z := sinh ™' z reR.
Der Areacosinushyperbolicus ist fiir € [1,00) definiert als die Umkehrfunktion des Cosinus
hyperbolicus:
arcoshz := (cosh’ )_1m x € [1,00).
[0,00)

Der Areasinushyperbolicus ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in x = 0.
Der Areacosinushyperbolicus ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in
=1

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(122) wli)r_noo arsinhz = —o0, wh_)rrolo arsinhx = co;
(123) xlingo arcoshx = co.

Funktionswerte

(124) arsinh 0 =0, arcoshl =0.
Symmetrie

(125) arsinh(—z) = —arsinh z .
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Abschitzungen
(126) log(2x) < arsinhz, x> 0;
(127) arcosh z < log(2x), x>1.
Additionstheoreme
(128) arsinh z + arsinh y = arsinh (m\/l + 2 +yV1+ z?) z,y € R;
(129) arcosh z + arcoshy = arcosh (zy + v22 — 1\/y? — 1) x,y>1.
Weitere Eigenschaften
(130) arsinh z = log (z + V2 + 1) x>0;
(131) arcoshz = log (z + /22 — 1) x>1.
Ableitung und Integral
d 1 d 1
(132) % arsinh x = \/ﬁ y % arcoshxz = ﬁ 3
(133) /arsinhxdz = garsinhx — V22 + 1,
(134) /arcoshxdx = zarcoshx — a2 — 1.

Reihendarstellungen und Grenzwerte

_ L= (S1)R(2k — 1)l1gRHt _
(135) arsinhx = ’;) (@k)1(2k + 1) lz] < 1;
— (2k — 1)
(136) arcosh x = log(2z) — 2 ((2k)”2ka);2’f x>1.
=1

5.2 Areatangenshyperbolicus und Areacotangenshyperbolicus
artanh: (—1,1) - R, arcoth: R\ [-1,1] — R\ {0}

Der Areatangenshyperbolicus ist fiir x € (—1,1) definiert als die Umkehrfunktion des Tangens
hyperbolicus:
artanhz :=tanh 'z 2 € (~1,1).

Der Areacotangenshyperbolicus ist fiir z € R\ [—1,1] definiert als die Umkehrfunktion des
Cotangens hyperbolicus:

arcothz := coth™' z zeR\[-1,1].

Der Areatangenshyperbolicus ist stetig, streng monoton wachsend und besitzt eine Nullstelle in z =
0. Der Areacotangenshyperbolicus ist stetig, streng monoton fallend und besitzt keine Nullstellen.

Verhalten am Rand des Definitionsbereiches

(137) lim artanhz = oo, lim artanhz = —o00;
z—1- z——1+

(138) lim arcothaz =0, lim arcothax =0;
r—00 T——00

(139) lim arcothz = oo, lim arcothz = —o0.
r—1+t r——1—

Funktionswerte

(140) artanh0 = 0.



5 AREAFUNKTIONEN

Symmetrie
(141) artanh(—z) = — artanh z, arcoth(—z) = —arcothx .
Additionstheoreme
(142) artanh 2 4+ artanh y = artanh 1x_:_ J x,y € (—1,1);
x
1+ 2y
(143) arcoth x 4 arcoth y = arcoth n z,y € R\ [-1,1].
rTy
Weitere Eigenschaften
1 14z
144 tanhz = — 1 -1,1);
(144) artanhz = 7 log 7— z,y € (—1,1);
1 1
(145) arcothz = flogx—i_ z,y € R\ [-1,1].
2 r—1
Ableitung und Integral
d 1 d
(146) % artanh x = m y % arcothz = 1_71172 ]
1 2
(147) artanh x dr = rartanhz + 5 log(1 — ),
1
(148) /arcothxdx = zarcothz + 5 log(x? —1).
Reihendarstellungen und Grenzwerte
o 2k+1
(149) artanhz = Z ;{;7“ lz] < 1;
k=0
- 1
Y
4 —
3 —
artanhz }
2 —
I _ arcosh x
| Z
1 |~
_5 _4 -3 _92 1 7 arcoth z
\ \ \ \ | !
| 71 T T T
arcoth z | I/ 1 2 3 4
Vet | log(2z)
|
| |
- -2
arsinh x |
I
_3
_4 -
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