HILBERTS Drittes Problem

Oliver Fortmeier

Auf dem internationalen Kongress fiir Mathematiker 1900 in Paris formulierte HILBERT sein Drittes
Problem:

Zwei Tetraeder mit gleicher Grundfliche und von gleicher Hohe anzugeben, die sich auf
keine Weise in kongruente Tetraeder zerlegen lassen und die sich auch durch Hinzufiigung
kongruenter Tetraeder nicht zu solchen Polyedern ergénzen lassen, fiir die ihrerseits eine
Zerlegung in kongruente Tetraeder moglich ist.

Sein Schiiler MAX DEHN lieferte 1900 und 1902 in zwei Arbeiten den Beweis fiir diese Aussage. Der
zusammen mit Arbeiten von V.F. KAGAN, HUGO HADWIGER und VLADIMIR G. BOLTIANSKII zu einem
“Book Proof” wurde.

1 Ein bisschen lineare Algebra

Wir wollen als erstes auf einer endlichen Menge reeler Zahlen M = {my,...,mi} C R die Menge

k
V(M) = {Zqzmz ’ qi GQ} CcR

i=1

definieren. Also die Menge aller Q-Linearkombinationen von Zahlen aus M.

Es ist leicht zu sehen, dass V(M) ein Vektorraum iiber Q ist, da V(M) beziiglich endlicher Sum-
menbildung und Skalarmultipilikation mit rationalen Zahlen abgeschlossen ist. Ebenso ist klar, dass
dimg V(M) < k =M gilt, da V(M) von M aufgespannt wird.

Weiterhin benétigen wir Q-lineare Abbildungen f : V(M) — Q. Fiir alle ¢; € Q mit Z?:o gm; =0
muss f folgende Eigenschaft besitzen:

k k
> aif(mi)=f (Z Qimi> =f(0)=0
i=1 i=1
Diese Eigenschaft liefert uns das folgende

Lemma 1.1 Fir alle endlichen Mengen M, M' mit M C M' C R ist der Q-Vektorraum V(M) ein
Unterraum des Q- Vektorraums V(M'). Ist f : V(M) — Q eine Q-lineare Abbildung, so kann f zu einer
Q-linearen Abbildung f': V(M') — Q fortgesetzt werden, so dass f'(m) = f(m) fir alle m € M gilt.

Beweis: Jede Q-lineare Abbildung V(m) — Q ist durch die Abbildung der Basiselemente von V(M)
eindeutig bestimmt. Da M, M’ endlich sind, kann man jede Basis von V(M) zu einer Basis von V(M)
fortsetzen, und somit folgen die Behauptungen. O
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2 DEHNS Invarianten

Fiir einen 3-dimensionalen Polyeder P, definieren wir Mp als die
Menge der Winkel zweier benachbarter Fldchen zusammen mit .
Fiir einen Wiirfel W erhalten wir also

My ={3.7} MW:{;WL

wéhrend wir fiir ein orthogonales Prisma () iiber einem gleichsei-
tigen Dreieck

™ T
MQ = {gvg’ﬂ-}

bekommen.

Definition 2.1 Sei M C R eine endliche Menge mit Mp C M fiir einen Polyeder P und f : V(M) — Q
eine Q-lineare Abbildung mit f(m) = 0. Dann ist die DEHN Invariante von P (bzgl. f) definiert als:

Dy(P):= ) _le)- f(a(e)),
ecP

wobei e die Kanten von P, l(e) die Linge der Kante e und a(e) der Winkel zwischen den sich in e
treffenden Flichen (Flichenwinkel) ist.

Da fiir jedes wie oben gefordertes f gilt f(5) = % f(m) = 0, ist die DEHN Invariante fiir den Wiirfel
D(W) =0.

3 Das DEHN-HADWIGER Theorem
Wir wollen nun zwei Begriffe definieren

Definition 3.1 a) Wir nennen zwei Polyeder P,Q &quivalent zerlegbar, wenn sie so in endlich viele
Py, ..., P, und Q1,...,Qy zerlegt werden kinnen, dass P; und Q; kongruent fir alle 1 < i < n sind. b)
Seien P,Q, P, ..., P, und Q1, ..., Q, Polyeder, wobei das Innere der P; (bzw. Q;) paarweise mit P (bzw.
Q) disjunkt sind, mit P; ist kongruent zu Q;. Sind zudem P:= PUP,U..UP, und Q := QUQ1U...UQ,,
dquivalent zerlegbar, so nennen wir P und () dquivalent ergénzbar.

dquivalent ergénzbar dquivalent zerlegbar
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Ein Satz von GERLING (1844) besagt, dass es keinen Unterschied macht, ob man Spiegelungen bei
Kongruenzverhalten betrachtet oder nicht.

Es ist ausserdem klar, dass dquivalent zerlegbare Polyeder dquivalent ergédnzbar sind. Die Umkehrung
ist dagegen nicht offensichtlich. Der folgende Satz von HADWIGER (Version von BOLTIANSKII) liefert
uns das gewiinschte Hilfsmittel, um Tetraeder mit gleichem Volumen zu finden, die nicht dquivalent
ergédnzbar und damit auch nicht &dquivalent zerlegbar sind, so wie HILBERT vermutete.

Satz 3.2 Seien P und Q) Polyeder mit Fliachenwinkeln aq, ..., bzw. Bi, ..., By an ihren Kanten. Und
set M eine endliche Menge reeller Zahlen mit

{Oél, ey Ofp,ﬁl, ...,ﬁq,ﬂ'} C M.

Ist f: V(M) — Q eine beliebige Q-linerare Funktion mit f(m) =0, so dass gilt:

Dy(P) # Df(Q),

dann sind P und Q nicht dquivalent ergdnzbar.

Beweis: in zwei Teilen
(1) Behauptung: Hat ein Polyeder P eine Zerlegung in endlich viele Polyeder P, ..., P, und sind alle
Fliachenwinkel dieser Polyeder in M enthalten, dann gilt fiir jedes Q-lineare f : V(M) — Q:

Df(P) = Df(Pl) + ...+ Df(Pn)

Dazu: Wir ordnen jedem Teil einer Kante folgendermafien eine Masse zu: Ist €’ C e ein Teil einer Kante
von P, dann ist die Masse definiert durch:

also die Linge mal dem Funktionswert des Flachenwinkels an dieser Kante.

Sei P in Py, ..., P, zerlegt. Wir betrachten nun die Vereinigung aller Kanten der P;, 1 <14 < n. Ist ¢
auch eine Kante von P, so addieren sich die Flichenwinkel der P; an €’ zu dem Flichenwinkel von P
auf, und somit auch die Masse.

An jeder anderen Kante €” eines P; im Inneren einer Auflenfliiche von P oder im Inneren von P addieren
sich die Fliachenwinkel zu 7 oder 27 auf. Hier gilt aber nach der Definition von f: f(r) = 0 bzw.
f@2m)=0.

Also stimmt die Summe der Massen von den P;-Kanten mit der von P iiberein, und somit auch die
DEHN-Invariante.

(2) Annahme: Seien P und @ dquivalent ergéinzbar.

Dazu: Wir kénnen die Menge M zu einer Obermenge M’ erweitern, die auch die Flichenwinkel aller
erginzten Polyeder P; und @);, 1 < ¢ < m enthélt. Da wir nur endlich viele Polyeder ergénzen, ist
M’ auch endlich. Mit dem Lemma(1.1) kénnen wir f zu f': V(M’') — Q fortsetzen und erhalten unter
Beriicksichtigung von (1) folgende Gleichung;:

Df/(P) + Df/(Pl) + ...+ Df/(Pm) = Df/(Q) + Df/(Ql) + ...+ Df/(Qm).

Nach der Definition von #quivalent ergénzbar sind P; und @); fiir alle ¢ kongruent und somit ist
Dy(P;) = Dy/(Q;). Daraus folgt: Dy(P) = D¢(Q).
— Beh. O
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Beispiel 1 (Regulédres Tetraeder)

Y Wir wollen die Flidchenwinkel eines regulidren Tetraeders Ty mit Sei-
tenldnge [ berechnen. Der Mittelpunkt M des Grundflichen-Dreiecks,
teilt die Hohe AFE im Verhéltnis 1:2. Da |AE| = |DE| gilt, ist
cos(a) = 5. Damit erhalten wir:

m' ¢ (. = arccos %
A M\ E
B Somit ist M7, = {a,7}. Zudem ist nach Kapitel 6 Satz 4 (fiir n=9)
2= %arccos% irrational. = V' (Mry,) ist ein 2-dimensionaler

Q-Vektorraum mit Basis My, und es existiert eine Q-lineare Funktion f : V/(Mrp,) — Q mit
f(@) =1, f(x) = 0.
Fiir dieses f haben wir die DEHN-Invariante
D¢ (Ty) = 6lf(a) =61 # 0.

Daher ist sind ein regulires Tetraeder und ein Wiirfel nicht dquivalent ergdnzbar oder dquivalent
zerlegbar.

Beispiel 2 (“orthogonales” Tetraeder)

Sei T} ein Tetraeder, dass von drei orthogonalen Kanten AB, AC, AD
mit Lange u aufgespannt wird. 77 hat drei rechte Flachenwinkel und
drei weitere Winkel, der Grofle ¢, die wir durch

D

AE| _ 3vV2u 1

IDE|  1V3V2u V3

bestimmen. Also erhalten wir:

cosp =

1
» = arccos —.
V3
Fiir Mr, := {%, arccos %, 7} hat der Q-Vektorraum die Dimension 2, da 7 und 7 linear abhénig sind,

also gilt V(Mr,) = V({arccos %, 7}). Es existiert keine rationale Abhénigkeit zwischen arccos % und

m, da %arceos % nach Kapitel 6 Satz 1 (n = 3) irrational ist.
Definieren wir eine Q-lineare Abbildung f durch

f(m):=0 wund f(arccos \}g) =1

fiir die somit auch f(5) = 0 gilt, erhalten wir fiir die DEHN-Invariante:

1
Dy(T1) = 3u f (E) +3V2u f <arccos ) = 3v2u # 0.
2 V3
Damit ist gezeigt, dass 77 und ein Wiirfel mit gleichem Volumen weder &quivalent ergédnzbar noch
dquivalent zerlegbar sind.
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Beispiel 3
D
u
B “ c
A

Nun sei T5 ein Tetraeder, mit drei aufeinanderfolgenden orthogonalen
Kanten AB, BC,CD der Linge u. Hier werden wir die Flachenwinkel
nicht explizit berechnen (7, %, 7) Sondern folgendermafien argumen-
tieren. Ein Wiirfel mit Grundseite u kann in 6 solche Tetraeder zerlegt
werden (3 die kongruent zu dem angegeben sind und 3 spiegelverkehr-
te).

All diese Tetraeder haben dieselbe DEHN-Invariante, und fiir jedes f
gilt:

Dy(Ty) = Dy (W) = 0.

Damit verschwinden fiir alle Q-linearen Abbildungen die DEHN-Invarianten dieses Tetraeders. Damit
ist HIBERTS-Problem gelost, da wir im Beispiel 2, ein Tetraeder mit derselben Grundfliche und Hohe
betrachtet hatten, fiir das galt: Dy(T7) # 0.



