BERTRANDs Postulat

von NIKO WILBERT

Hintergrund

Wie wir in einem anderen Vortrag sehen werden ist die Anzahl der Primzahlen unendlich.
Gleichzeitig ist jedoch der Abstand zweier Primzahlen nicht beschrankt.

Beweis:
Definiere die Zahl N :=2-3-...:p als das Produkt aller Primzahlen, die kleiner
als k£ + 2 sind (k € N). Es stellt sich nun heraus, dass von den k Zahlen

N+2 N+3,..., N+(k+1) bzw. N+i mit 2<i<k+1, ieN

keine einzige prim ist. Dies liegt daran, dass die Primfaktoren von ¢ immer auch
N teilen. Also 1dft sich auch N + ¢ durch die Primfaktoren von 7 teilen und ist
daher keine Primzahl.

Auf diese Weise hat man also einen Bereich der Linge k gefunden, der keine
Primzahl enthélt.

Der Abstand von Primzahlen l3sst sich aber auch nach oben eingrenzen. Besonders bekannt
ist BERTRANDs Postulat, es lautet:

Fiir jedes n € N ezistiert eine Primzahl p mit n < p < 2n.

Dieses soll nun gezeigt werden, wobei der Beweis 1932 von PAUL ERDOs im Alter von 19
Jahren vero6ffentlicht wurde.

Der “Book Proof” von ERDOS

Der Beweis erfolgt in 5 Schritten. Alle Buchstaben bezeichnen, sofern nicht anders angegeben,
natiirliche Zahlen. Bei p’s soll es sich immer um Primzahlen handeln.

Dem Beweis liegt die Idee zugrunde (2:) als Produkt von Primzahlen abzuschétzen, wobei
die Annahme dass zwischen n und 2n keine Primzahlen existieren auf einen Widerspruch
fiihrt.

1. Schritt

Wir beweisen BERTRANDs Postulat fiir n < 4000. Dafiir miissen jedoch nicht alle 3999 Félle
iiberpriift werden, sondern man wendet LANDAUs Trick an. Danach geniigt es zu zeigen, dass
die Zahlen

2,3,5,7,13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001

prim sind. Da jede kleiner als das Doppelte ihres Vorgangers ist liegt in jedem Intervall (n; 2n]
mindestens eine von ihnen.

Beweis: Sei n < 4000 beliebig und sei ¢ = max{j|p; < n} die néchstkleinere
Primzahl aus der oben gegebenen Liste p;. Die néchste Primzahl p; ;1 ist dann
kleiner als 2p; < 2n und grofer als n. p;11 liegt also auf jeden Fall im Intervall
(n; 2n].
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2. Schritt

Als néchstes wird gezeigt, dass gilt

[[r <4 Vv2<zeR
p<z

Sei g die groRte Primzahl < x. Dann gilt natiirlich 49! < 4! weshalb man o.B.d.A.
annehmen darf, dass = eine Primzahl ist.

Da die Ungleichung fiir z = 2 auferdem erfiillt ist (2 < 4) miissen nur noch ungerade
Primzahlen beriicksichtigt werden, also die Zahlen der Form x = 2m + 1. Der Beweis erfolgt

nun durch Induktion nach m.
IA: Fiir m = 1 gilt die Ungleichung, denn 2-3 =6 < 16 = 43 1.

IS: Es gilt
IIr»=101» 1II ~» (*)
p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1
Nach Induktionsvoraussetzung® gilt fiir den ersten Faktor
II » <4m

p<m+1

Fiir den zweiten Faktor gilt die Ungleichung

H b < <2mm+ 1)

m+1<p<2m+1
Beweis: Wie in Ana I gezeigt wurde ist (2"::1) €N, es gilt
2m+1\ _ (2m+1)!
m — ml(m+1)!

Die Primzahlen p aus dem Produkt kommen bei diesem Bruch auf jeden Fall
im Zahler vor, jedoch nicht im Nenner (da dieser aus Faktoren kleiner gleich
m+ 1 besteht). Also teilt das Produkt der p den Binomialkoeffizienten, womit die
Aussage bewiesen ist.

Als néchstes wird noch (2"::'1) nach oben abgeschétzt.

Wie in Ana I gezeigt wurde gilt?
glan (2m + 1) —_—
> () -
k
k=0

Da (2m+1) und (2m+1) zwei gleiche Summanden dieser Summe sind folgt

m m+1
<2m+ 1) < pm
m

Also 1akt sich Ungleichung (%) abschétzen zu

< 4m <2m+1) < gmorm = g2m = o
< ) <

Wobei man sich auch hier einfach auf die nichstkleinere Primzahl zuriickziehen kann.
?Betrachte einfach 2" = (1 + 1)™.
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3. Schritt

Hier wird nun zunichst LEGENDREs Theorem bendétigt. Es lautet

Die Zahl n! enthdlt den Primfaktor p genau )~ L'%J mal.

Beweis: Von den Faktoren von n! lassen sich genau [%J durch p teilen, denn

es gibt genau [%J Vielfache von p die kleiner gleich n sind.

Analog lassen sich genau z% Faktoren von n! durch p? teilen. Da diese auch
schon bei der vorigen Zahlung beriicksichtigt wurden, reicht es aus, sie hier nur

einfach zu beriicksichtigen.
Der Beweis lasst sich nun in dieser Weise fortsetzen.

. 2n)! . ) .
Wende dies nun auf (271") = % an indem man die Anzahl der Vorkommen im Nenner von

denen im Zihler abzieht. Insgesamt kommt p also genau

> ([ -2 )

k>1

mal als Primfaktor in (27?) Vvor.
Zeige nun, dass die einzelnen Summanden nur den Wert 1 oder 0 haben.

Beweis: Der erste Teil lasst sich nach oben abschitzen durch

5]«
pk| = pF

und der zweite nach unten mit

Insgesamt also

2 2
5]-4[3] < 325 -
p p p p
Da der Ausdruck aufserdem eine positive ganze Zahl ist folgt die Behauptung.

Fiir p* > 2n verschwindet der Summand sowieso, d.h. maximal haben max{r | p" < 2n}
Summanden den Wert 1.
Insbesondere ist eine Primzahl mit p? > 2n < p > v/2n hochstens ein einfacher Teiler von
2
().
Eine Schliisselrolle im Beweis hat nun die Feststellung, dass Primzahlen mit %n <p<n
fiir n > 3 (und somit auch p > 3) gar keine Teiler von (27:‘) sind.
Beweis: Eine Primzahl mit 3p > 2n kommt nur zweimal im Zahler von % vor,
nédmlich als p und 2p. Hohere Potenzen sind sowieso ausgeschlossen, da wegen
p > 3 auch p? > 3p > 2n ist. Insgesamt taucht also p in der Primfaktorzerlegung
des Zdhlers mit dem Exponenten 2 auf.
Gleichzeitig kommt p jedoch auch genau einmal als Primfaktor in n! vor, also
taucht p auch in der Primfaktorzerlegung des Nenners mit dem Exponenten 2
auf.
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4. Schritt

Nun soll endlich (2") abgeschitzt werden. Nach unten gilt

n
(271) 4n
> -
n/) ~ 2n

Beweis: Wie bereits bekannt gilt [(2(?) + (32)] + ot (21") = 22" = 4" Der

grofte (im Sinne von >) Summand dieser Summe ist immer (277:)

2n

n) ist als grofster Sum-

Der arithmetische Mittelwert dieser Summe ist % und (
mand mindestens so grofs wie der Mittelwert.

Nach oben lésst sich (2:) mit den Mitteln aus dem letzten Schritt und fiir n > 3 (siehe Schritt
3) als Produkt von Primzahlen abschétzen durch

2n
< . .
( n ) - H 2n H p H p
p<V2n V2n<p<2in n<p<2n
mit den folgenden Begriindungen:

e Wie im vorigen Schritt gezeigt geht ein Primfaktor hochstens mit der Potenz max{r | p" <
2n} ein, sein Beitrag ist also immer kleiner gleich 2n.

e Primfaktoren p mit p > v/2n kommen hochstens in einfacher Potenz vor.
e Primfaktoren p mit %n < p < n kommen gar nicht vor.

Da es aufserdem nicht mehr als +/2n Primzahlen mit p < v/2n geben kann gilt also insgesamt
(nach Multiplikation mit 2n)

<) I e I p

‘/2n<P§%n n<p<2n

5. Schritt

Angenommen es gébe nun keine Primzahl p mit n < p < 2n, dann ist das letzte Produkt aus
dem Ende des vorigen Abschnitts leer und hat somit den Wert 1.

Das mittlere Produkt wird nun mit der im zweiten Schritt des Beweises hergeleiteten Formel
nach oben abgeschitzt. Dabei wird zum einen vernachldssigt, dass nur Primzahlen grofer
v2n in dem Produkt stehen3. Zum anderen wird beim Ergebnis der Abschitzung 4371 die
—1 vernachléssigt.

Man erhélt so die neue Ungleichung

4" < (2n)1+\/ﬁ_42n/3

was dquivalent ist zu

4nl3 < (2n)1+m
und (Potenzieren der Ungleichung mit 3)
22n < (2n)3(1+‘/%) (%)

Diese Ungleichung ist aber falsch fiir n ab einer bestimmten Grofe! Dies ldft sich zeigen
indem man die Abschétzung n + 1 < 2" fiir n > 2 benutzt.

3Das erste Produkt 14#t sich mit dieser Abschitzung jedoch nicht erschlagen, da iiber 2n multipliziert wird
(da auch Potenzen der Primzahlen auftreten konnen).
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Beweis:

IA: n =2 also 3 < 22 was stimmt.

IS: (n+1)+1 < 2""! was sich nach IV abschéitzen lisst zu 2" +1 < 2.2" = 2" 427
oder 1 < 2™ was fiir alle n stimmt.

Nach dieser Abschétzung (beim zweiten <) gilt
6
o = (¥2n)8 < (Lxﬁ/%J +1) < 26L¥2n] < 96¥2n
Damit 148t sich die rechte Seite der Ungleichung (x#) abschétzen zu
(2n)3(1+\/ﬁ) < 96V2n-3(1+v2n) _ o V2n(18+18v2n)

Fiir n > 50 gilt nun die Abschitzung 18 < 2v/2n wodurch man hier die erste 18 ersetzt*, also
< 9V2n-20V2n _ 920(2n)?/3

Vergleicht man dies nun mit der linken Seite von Ungleichung (**) so miisste (fiir die Expo-
nenten) gelten

oan < 202n)%% o (2n)'? <20 o n <4000
Fiir n > 4000 muss BERTRANDs Postulat also stimmen, da sich sonst ein Widerspruch ergibt!
Fiir n < 4000 wurde der Beweis bereits in Teil (1) gefiihrt.

Damit ist BERTRANDs Postulat fiir alle n € N bewiesen. O

Anhang
Aus der Ungleichung am Ende von Schritt 4 14sst sich auch ableiten, dass gilt:

II »>2" fir n> 30000
n<p<2n

Da die einzelnen Primzahlen kleiner gleich 2n sind muss es also mindestens logs,, (2 ﬁn) von
ihnen geben. Zwischen n und 2n gibt es also mindestens

_n 1 1 n
"~ 30 logy2n 30 1+logyn

1 n
loan(2 30”) = % : loan 2

Primzahlen. Fiir sehr grofse n kann man die 1 im Nenner vernachlissigen und erhélt so

i n._ n
30logyn

. logn

Eigentlich ist das kein so schlechter Wert, denn die echte Anzahl betragt ungefahr %. Dies
folgt aus dem Primzahlentheorem, das lautet

#{p < n|p Primzahl} .

n
logn

lim
n—oo

Die Anzahl der Primzahlen zwischen n und 2n wire hier nach ungeféhr

2n n 2n n

log 2n B logn - log2 + logn B logn

Fiir sehr grofse n kann man log 2 vernachlissigen, so dass man % erhélt.

Eine BERTRANDs Postulat dhnliche Aussage ist ein noch ungelstes Problem. Sie lautet

Fiir jedes n € N ezistiert eine Primzahl p mit n®> < p < (n + 1)2.

“Zum Beweis setzte einfach fiir n = 50 ein (Monotonie der Wurzel), was 18 < 2¢/100 = 20 ergibt.



