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6. Ubung zur Vorlesung Topologie
(Abgabe: Dienstag, 12.06.2001, bis 11.45 Uhr im Ubungskasten)

Aufgabe 1: Zeigen Sie:

a) Sind(X,T),(Y,7’) topologische Raume urAlC X,B C Y, so gilt int(A x B) = (intA) x
(intB).

b) Sind(X;, Z),i € |, topologische Raume ug C X, i € 1, so gilt[]i¢ (intA) D int([iel A)-
c) In b) gilti.A. nicht Gleichheit.

Aufgabe 2: SeiX ein topologischer Raum umdlC X beliebig.
Zeigen Sie, dass es einen topologischen R¥wmd zwei stetige Abbildungen
f,g: X —Y gibt mit

{xeX; f(x)=9(x)} =A

Hinweis: Wahlen Sie fulY einen geeigneten Quotientenraum vomx {1,2}.

Aufgabe 3. Auf (RZ, That) Seien Aquivalenzrelatione®y, R, definiert durch
() ((x1,%2), (Y1,Y2)) € R <= X{ +%5 = y5 +5,
(i) ((x1,%2), (Y1,¥2)) ERe = (1 =y1=0AX2 =y2) VX1 =y1 # 0.
]RZ/Rj sei jeweils mit der Quotiententopologi; versehen.
a) Zu welchem bekannten topologischen RaunRstR; homéomorph?
b) Bestimmen Si®? /R, und zeigen Sie, dass p§, [y] € R?/R, mit [x] # [y] undU NV # 0
fur alleU € 7([x]) und alleV € T ([y]) gibt.

Aufgabe 4: Sei(X,7) ein topologischer Raum.
a) Zeigen Sie, dass die ZusammenhangskomponenteX eame Partition vorX bilden.
b) A C X heil3t Zerlegungsmenge vox, falls A offen und abgeschlossen ist. Fie
X sei C(x) die Zusammenhangskomponente Wndie x enthalt, undQ(x) := N{A C
X | x € AundA Zerlegungsmenge vaX}. Man nenntQ(x) die Quasikomponente vax
Zeigen Sie:
(i) Fur jedesx € X ist Q(x) abgeschlossen .

(i) {Q(x) ; x € X} ist eine Partition vorx.

(iii) Fur jedesx € X gilt C(x) C Q(X).

(iv) C(x) ist genau dann offen, wer@@(x) offen ist. In diesem Fall gilC(x) = Q(x).

Aufgabe 5: Bestimmen Sie die Zusammenhangskomponenter{Xof ), falls
() T=9a:={U C X; ACU oderU = 0} fureinA C X ist,
(i) T = Ip Partitionstopologie fur eine PartitiaA von X ist,
(i) T = g fur eine Ultrametrikd auf X ist.



Aufgabe 6:

a) SeienX,T), (X,7’) zwei topologische Raumg; feiner als7’ undY C X. Zeigen
Sie: IstY als Unterraum voriX,7’) zusammenhangend, so ¥s&auch als Unterraum
von (X,7") zusammenhangend.

b) Zeigen Sie: Die natirliche TopologieaufR" (C") ist feiner als die Zariski-Topologie
Tz aufR" (C"). Folgern Sie:

(R",7z), (C",7z) sind zusammenhangend

Aufgabe 7: Mittels des Zusammenhangs zeige man, d&s9nat) und (R", Zng) firn> 2
nicht homéomorph sind.

Aufgabe 8*: Sei K ein Kdrper, versehen mit der diskreten Topologie; {0} ein K—
Vektorraum undd := {U | U Unterrraum vorV mit dim(V /U) < »}. Zeigen Sie:
a)B:={x+U; xeV, U e U} ist Basis einer Topologig aufV.

Betrachten Sie nun den topologischen Rgiiy'). Zeigen Sie weiter:

b) Die Elemente vorB sind abgeschlossen.

c)V ist genau dann diskret, wenn difn oo,

d) Endomorphismen voy sind stetige Abbildungen.

e) Die AbbildungerV xV —V, (x;y) — x+yundK xV — V, (a,X) — oax (Skalarmulti-
plikation) sind stetig.

f) Ist (bi)ie; Basis vorV, so ist die Abbildungf : V — K!, v:= S aibj — (ai)iel injektiv
und stetig. Istf offen?



