LEHRSTUHLA FUR MATHEMATIK Aachen, den 15.05.2001
Prof. Dr. E. Gorlich
Dipl.-Math. Thorsten Heck

4. Ubung zur Vorlesung Topologie
(Abgabe: Dienstag, 22.05.2001, bis 11.45 Uhr im Ubungskasten)

Hinweise
Ab sofort findet die Diskussionsstunde von Lars Schroeren nicht mehr mittwochs, sondern
dienstags von 14.00 bis 15.30 Uhr im Horsaal H212 statt. Die Diskussionsstunden am 24.5.
sowie am 14.6. entfallen, bitte weichen Sie in diesen Wochen auf den Dienstagstermin aus.

Aufgabe 1. SeiN versehen mit der kofiniten Topologid.,, g, h: N — N seien definiert
durchf(1) =g(1) =h(1):=1und

f(n) :=max{k € N; kinundk < n},
g(n) ;== max{k € N; kln undk prim},

h(n) = {n, falls n prim,
n—g(n), sonst

fur n> 2. Untersuchen Sie die Abbildungdng undh auf Stetigkeit.

Aufgabe 2: Die MengeMu(R) = R™ der reellenn x n-Matrizen sei mit der natiirlichen
Topologie versehen. Untersuchen Sie, welche der folgenden Mengen abgeschlossene oder
offene Teilmengen voM,(R) sind:
(i) Symy(R) = {S€ Mp(R); S = S} (symmetrische Matrizen),

(i) Alt ,(R) = {A € Mp(R); A' = —A} (schiefsymmetrische Matrizen),

(iii) On(R) = {U € My(R); UU! =U'U = E} (orthogonale Gruppe),

(iv) SLy(R) (spezielle lineare Gruppe),

(V) GLy(R) (allgemeine lineare Gruppe),

(vi) Nil ,(R) = {N € My(R) ; 3k € N NK =0} (nilpotente Matrizen).

Aufgabe 3: Sei (X, 7T) ein topologischer Raum miX = 0. Sei‘T* die Topologie aufR*
aus Aufgabe 3, Blatt 2. Zeigen Sie:

a) Eine Abbildungf : R* — R ist genau dann stetig, werfiiz : R — R stetig ist und die
beiden Limitenx Iiin flr(X) bzw. § lim f|r(x) existieren und mif (+oco) bzw. f(—)

Ubereinstimmen.

b) Eine Abbildungf : X — R* ist genau dann stetig, wenn fur jedes R die Mengen
{xe X;f(x) >c}und{x e X; f(x) < c} offen sind.

c) Sindfj: X —R* j=1,...,n, stetig, so sind auch die durch

M(X) = 121%); fj(x) undm(x) := 1r§nj|2n fj(x)

definierten AbbildungeM : X — R* undm: X — R* stetig.

d) Firne€ Z,n> 0, definiere mam, : R — R* durchgn(x) = x " flr x # 0 undgp(0) :=
+00. Welche der Abbildungeg, sind stetig? @
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Aufgabe 4: Sei(X,7) ein topologischer Raum.

a) Zeigen Sie, dass Automorphismengruppen homéomorpher topologischer Raume isomorph
sind.

b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass aus der Isomorphie der Automorphismengruppen noch
nicht die Homéomorphie der topologischen Raume folgt.

Aufgabe 5: SeiK ein Korper, 7, die Zariski-Topologie aukK" und p : K" — K™ eine
polynomiale Abbildung, d.h. es existieren Polynomfunktiopen. ., pm: K" — K mit

p(X) = (p1(X),...,pm(X)) furallex e K",

Zeigen Sie, dasp: (K", 7) — (K™, 7y, stetig ist.

Aufgabe 6*: (Diese Aufgabe kann von zwei Personen vorgerechnet werden, Teil d) steht
dabei dann alleine.)
a) Seien X, dx) und(Y,dy) metrische Raume, > 0 undf : X — Y eine Abbildung mit

dy (f(x), f(y)) <Adx(X,y) far allex, y € X.
Zeigen Sie, das$ stetig ist. Wenmn\ < 1 ist, nennt marf eine Kontraktion mit Lipschitz-
konstante\.
b) Sei(X,d) ein metrischer Raunt, : X — X eine Kontraktion mit Lipschitzkonstande< 1
undxy € X. (Xn)nen Sei induktiv definiert durcbt,lﬂ = f(xn) fir n € N. Zeigen Sie:
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(i) Firm, n € N mit m> nistd(xm,Xn) < i\ )\d(xl,xz).

(i) Wenn f einen Fixpunkt hat, so ist dieser eindeutig.
c¢) SeiC([0,1]) :={f:[0,1] — R | f stetig}, wobei[0,1] undR mit der natirlichen Topologie
versehen seien. Fir, g € X seid(f,g) 1= supcoy/f(x) —g(X)|. Zeigen Sie, dasd eine
Metrik aufC([0,1]) ist.
d) Seiy: R — R eine Kontraktion. Furf € C([0,1]) sei T,f : [0,1] — R definiert durch
(T,F)(x) = [3y(f(t))dt. Zeigen Sie:

(i) Ty: C([0,1]) — C(][0,1]) ist eine Kontraktion.

(i) Es gibt genau eirf € C([0,1]) mit f(x) = [3y(f(t))dt.

(i) Die in (ii) charaktrisierte Funktionf ist differenzierbar und erfullt die Differential-
gleichungf’ = yo f und die Anfangsbedingunff0) = 0.



