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Integrationsmethoden

Das Differenzieren elementarer Funktionen ergibt wieder elementare Funktionen, jedoch ergibt die
Integration elementarer Funktionen nicht immer elementare Funktionen.

Elementare Funktionen sind hierbei die Klasse der algebraischen Funktionen und sinz,cosx, e®,
log x sowie alle daraus durch Zusammensetzung oder Umkehrung entstehenden Funktionen.

Beispiel: Der Integralsinus Si(z) := fox sin(t)/t dt gehort nicht zu den elementaren Funktionen.

Es gibt kein allgemeingiiltiges Verfahren zur Bestimmung einer Stammfunktion. Wir geben deshalb
eine Sammlung von ,Einzelrezepten“ an, mit denen man bestimmte Typen von Integralen berechnen
kann.

1 Anwenden der Fundamentalsatze

Falls der Integrand die Ableitung einer bekannten Funktion ist, ldsst sich die Stammfunktion leicht
erraten — diese ist nadmlich im Wesentlichen die bekannte Funktion. Dabei benutzt man den Funda-
mentalsatz der Differentialrechnung, um die gewiinschte Stammfunktion zu berechnen.

Beispiel:

(1) /xa dr="" G eR\{-1}.

Zur Schreibweise: Man gibt die Stammfunktion haufig in der allgemeinen Form an, also mit einer
additiven Konstanten ¢, in der Vorlesung wird wie auch hier i.A. die Schreibweise ohne die additive
Konstante benutzt. Setzt man die Grenzen ein, so gilt fiir das obige Beispiel:

/bma e — o+l b _ patl _ aa+1‘
a a+l], a+1 a+1

Insbesondere gilt:

/z o g — xa+1 B aa—i—l -
a a+l a+l

Wichtig: Es diirfen nur solche Grenzen a, b eingesetzt werden, fiir die der Integrand auf dem ganzen
Intervall [a; b] integrierbar ist (also insbesondere beschrankt).

2 Partielle Integration

Sind f,g € C™Ma;b], dann gilt (vgl. Satz VII (2.7))

b b
(@) / f(@)g(2) dz = [f(@)g(x)]" - / f()g(z) d.
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3 Substitution

Es seien f € Cla;b] und h € CMV[a; 8] mit h([e; B]) C [a;b]. Dann gilt (vgl. Satz VII (2.8)

3) / ';(f) f(v)dv = / ? h(w)H () du.

4 Logarithmisches Integrieren

Eine Substitution y = f(z) liefert unter den Voraussetzungen wie in Satz VII (2.8))

) [y
(@ [ F an= [ = toglyl = g 1 @)

Bemerkung zum Betrag: Fiir [ 1/ydy kommen nur Grenzen a,b mit ¢ < b < 0 oder 0 < a < bin
Frage, da 1/y im Nullpunkt unbeschrankt ist. Im Fall a < b < 0 gilt (substituiere y = —u):

b —b —a la|
1 1 1 1
/ —dy:/ —duz—/ —duz—/ —du=—[logu]}zl‘ = log|b| — log|al.
a Y —a U -» U b U

5 Integral iiber ,,Funktion mal Ableitung"
Eine Substitution y = f(z) liefert sofort die einfache Formel

5) [ r@s@ds = ls@p

Auch hier sind die Voraussetzungen von Satz VII (2.8) zu beachten.

6 Grundintegrale mit quadratischen Formen

Jedes Integral der Form [ 1/q(z)dz, [ 1/+/q(z) dz bzw. [+/q(z)dz mit ¢(z) = a + Bz + y2? und
v # 0 1aft sich durch die Substitution (quadratische Erginzung in ¢(z))

_ g
u=+[v| (a:+ o
auf ein Integral der Form [ 1/(a® + 2?)dwz, [ 1/1/%(a® £ 2?) dz bzw. [ v/%a® £ 22 dz bringen.

Diese Integrale sind nach einer Substitution durch Logarithmen oder Umkehrungen von trigonometri-
schen oder hyperbolischen Funktionen darstellbar.

Beispiel: Eine Substitution y = z/a liefert (a # 0)
dz 1 1 1 1 dy 1 1 T
(6) /m—E/Wadx—a/m—Earctany—aarctan(a).

7 Integration von rationalen Funktionen

In diesem Abschnitt wird die Partialbruchzerlegung behandelt, mit der Integrale vom Typ

/ 5"((?) dz, pp(z) = Zakxk, gm(z) = Zbkfﬁk; ap, by €R; n,meN
m k=0 k=0
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berechnet werden kénnen. Wie man im Allgemeinen ein solches Integral berechnet, soll im Folgenden
systematisch in 5 Schritten erklart werden:

1. Schritt: | Man kiirze den Bruch so weit, dass p,(x) und ¢, (z) keine gemeinsamen Faktoren mehr
enthalten. Dazu

Satz 1 (Fundamentalsatz der Algebra) Ein Polynom der Form pn(z) = Y o_, axz® mit a, = 1
laft sich bis auf die Reihenfolge eindeutig in der Form (r,s € Ny )

(7) (@) = (@ —2)" (3 —22)" - (= 2,) " (2% + Brz + )" - (8% + Bom + 75)™

darstellen, wobei die Faktoren alle voneinander verschieden sind und ﬁf —4v; <0 firl <j<s
gilt. (Nenne x1,... ,x, die reellen Wurzeln des Polynoms. Falls s > 1 ist, spricht man vom Auftreten
komplexer Wurzeln.) Gegebenenfalls treten keine reellen (r = 0) bzw. keine komplexen (s = 0) Wurzeln

auf.

Bemerkung: Folgende Schritte funktionieren auch dann, wenn der erste Schritt weggelassen wird.
Trotzdem sollte man die zu integrierende Funktion unbedingt gemafi Schritt 1 vereinfachen, um sich
im weiteren Arbeit zu ersparen.

Falls m < n ist, spaltet man den ganz-rationalen Teil des Bruches ab (d.h. ein Polynom).
Es bleibt ein echt-rationaler Bruch (d.h. Nennergrad > Z&hlergrad) als ,Rest* {ibrig.
Beispiel:

) 2t —Tz2 +4 434 322 -5
23 —-322—z+3 23 —322 —2x+3

Das Polynom x + 3 kann wie in Abschnitt 1 integriert werden. Fiir den verbleibenden Bruch wendet
man die Partialbruchzerlegung an:

PARTIALBRUCHZERLEGUNG

(Bezeichne den zuletzt im 2. Schritt entstandenen ,echt-rationalen* Bruch wieder mit pn(z)/gm (),
wobei also n < m.) Das Ziel in diesem dritten Schritt wird sein, die zu integrierende Funktion als
Summe von (leichter integrierbaren) Partialbriichen zu schreiben:

Definition: Als Partialbruch einer rationalen Funktion bezeichnet man einen Ausdruck der Form

A
9) @2t ,T; € R; €N
oder
B
(10) z+C 6% — 4y < 0; B,C,8,veR, meN

@2 + Bz + 7)™

Satz 2 (Partialbruchzerlegung) Eine rationale Funktion pp(x)/qm(z) mit n < m und ¢n(z) =
™ +. .. kann bis auf die Reihenfolge auf genau eine Weise als Summe von Partialbrichen geschrieben
werden. Es gibt also eine Darstellung (dabei ist fir s = 0 (bzw. r = 0) die dann auftretende ,leere
Summe* als Null definiert)

r kj s Mj
.7: A By ix + Cy
11 + sJ sJ ,
" ) ) S L TR

die fir alle © € R mit g, (x) # 0 giltig ist und bei der alle Koeffizienten eindeutig bestimmt sind.

Beachte: Zu jedem z; werden in diesem Ansatz alle Potenzen

As Ag As Ak, j
Li oy 23 4 3, +__‘+%

c—xzj  (z-2)? (z—-25)° (z — ;)
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(k; = Vielfachheit der Nullstelle z; von g, (z)) aufgenommen. Es gibt Fille, in denen sie alle gebraucht
werden, z.B. ergibt sich folgende Partialbruchzerlegung (geometrische Summe):
z" -1 1 1 1

12 - P
(12) gntl _ gn $—0+(a:—0)2+ +(x—0)n

4. Schritt: | Bestimme die Werte fiir r, z;, k; und s, 8;,7;, #; in der Partialbruchzerlegung (11). Dazu
braucht man (nur) die Produktdarstellung von ¢,,,(z) nach Satz 1 zu bestimmen. (Die Bestimmung

der Nullstellen von g, erfolgt in einfachen Fillen z.B. durch ,Raten®.)

Beispiel: Im obigen Beispiel (8) ist m = 3, also g3(z) = #* —3z? —z +3. Es befinden sich offensichtlich
Nullstellen bei z = 1 und x = —1. Dividiert man das Polynom nun durch (z—1)(z+1) = 22 -1, so folgt
g3(z) = (x—1)(z+1)(x—3). Damit gilt in diesem Beispiel r = 3,s = 0,21 = 1,29 = —1,23 = 3,k; =1
fiir j € {1,2,3}.

5. Schritt: | Man bestimme nun die Konstanten Ay, ;, By, ;,Cr,; in der Partialbruchzerlegung (11).
Grundsatzlich geht man dazu die folgenden drei Schritte durch:

(i) Ansatz der Form (11) unter Verwendung der in Schritt 4 berechneten Werte.
(ii) Multipliziere diese mit g, (z) und erhalte so eine Gleichung zwischen zwei Polynomen.
(iii) Ermittle Ay j, Bg,j, Ck,; nach den folgenden Methoden:

Koeffizientenvergleich, vgl. Anhang 9.1,

Einsetzungsmethode, vgl. Anhang 9.2,

Ableitungsmethode, vgl. Anhang 9.3.
Hat man die unbekannten Gréfien alle bestimmt, dann muss man noch die Integrale iiber die einzelnen
Partialbriiche berechnen. Prinzipiell treten verschiedene Grundintegrale auf, je nach Art der Nullstellen

von ¢,,(z). Die vier unterschiedlichen Félle, die moglich sind, werden nun der Reihe nach in 7.1 bis
7.4 abgehandelt:

7.1 Fall 1: Nenner hat einfache reelle Wurzeln

Alle Wurzeln von ¢, (x) sind reell und einfach (k; = 1,5 € {1,... ,r},r =m,s = 0). Von (11) bleibt
dann nur noch {brig:

Ansatz:
pn(.’L'): A A 4+t Am .
gm(z) xT—21 T — o T — T

Das obige Beispiel (8) gehort in diesen Fall. Die Koeffizientenbestimmung mittels des Koeflizienten-
vergleichs wird im Anhang 9.1 durchgefiihrt.

Die fertige Partialbruchzerlegung lautet dann:

4 2
— T2 44 11 11 111
R SR W

13 - _2 Hnt
(13) 3 —322 -2 +3 2z -1 4a:+1+4:c—3

Bei der Integration dieser Gleichung erhalt man dann Integrale vom Typ [ 1/(z — a) dz. Diese bringt
man mit Hilfe der Substitution y = z — a auf die Form [ 1/ydy und 15st dieses dann wie in Abschnitt
4. Im obigen Fall ergibt sich als Endresultat:

zt =722+ 4 1, 1 1 11
/$3—3x2—:c+3d$= 2% +3x+§log|a:—1|—Zlog|x+1|+flog|x—3|
(0= 17z - 3"
z+1

1 1
= -2’ +37+ =

1
2 198

Damit ist der Fall 1 der Partialbruchzerlegung (11) durchdiskutiert und fiir das Beispiel (8) geldst.
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7.2 Fall 2: Nenner hat mehrfache reelle Wurzeln

Alle Wurzeln von ¢, (z) sind reell, mindestens eine ist dabei aber mehrfach. Zur Berechnung der
Koeffizienten benutzt man den Koeffizientenvergleich (vgl. Anhang 9.1) oder die Ableitungsmethode
(vgl. Anhang 9.3). Es gilt also fiir die Partialbruchzerlegung (11) 22:1 ki =m,s=0,By; = C; =0,
aber mindestens ein k; > 1. Dann lautet der Ansatz:

Pn(»’b‘) A Aa1 A1 A
14 — 3 3 e 3 il
(14) Gm () T — 2 + (x —x1)2 + (x —mq)kn +m—a:2
As o Ak 2
(x — x2)? * (T — xa)k2 +

Beispiel: (vgl. (12)) Die geometrische Summe liefert

" —1 lan—1 1 . . ..
T —gn gng=1 @ T Fetedd)

Wie man sieht, hat das Nennerpolynom eine n-fache Nullstelle bei z; = 0. Mit dem Ansatz

" -1 _ZZ;&-ZJC:AI,I_FAQ,I_‘__H_}_E

gntl — gn " T 2 g

erhdlt man sofort die Gleichung

n—1
(15) Z zk = 141,135"_1 + A2,1$"_2 ++An.
k=0
Hier folgt mittels Koeffizientenvergleich unmittelbar Ay 1 = A2 = ... = A, 1 = 1. Im Anhang 9.3

werden die Koeffizienten exemplarisch auch mit der Ableitungsmethode berechnet.

Im Fall 2 entstehen Integrale vom Typ [ 1/(z — a) dz (vgl. Fall 1) und vom Typ [1/(z — a)* dz,k €
N,k > 2 (vgl. auch Beispiel im Anhang 9.3). Letztere Integrale werden leicht mit der Substitution

y = x — a ausgerechnet:
/ dz _/d_y__L;
(:E—a)k_ yk_ k—l(x—a)k—l'

Das Endergebnis fiir das Integral der Funktion in (12) ist also:

z" -1 1 1 1 1
————dr =1 — e
(16) / gt —gn 0T 08 & x 2z 38 (n—1)zn—1

7.3 Fall 3: Nenner hat einfache komplexe Wurzeln

Der Nenner ¢,,(z) hat reelle und einfache komplexe Wurzeln, d.h. es treten in (7) (bzgl. ¢ (z))
quadratische Faktoren (22 4+ Bz 4+ 7)* mit p =1 und 2 — 4y < 0 auf.

In diesem Fall reduziert sich die Partialbruchzerlegung (11) auf den Ansatz

r kj

(17) palT) _ Z( Ay . +i Bjz + Cj

n
gm(x) S (g z2 + Bz + ;-

j=1

Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt dann mittels Koeffizientenvergleich (Anhang 9.1) oder Ab-
leitungsmethode (Anhang 9.3). Dabei berechnet man zuerst die Koeffizienten, die zu den einfachen
Wurzeln gehoren (Einsetzungsmethode, Anhang 9.2).
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Beispiel: Gesucht ist das Integral

rx+1 rz+1
(18) /x(w3 &= / oD@ +a+1)

Man benutzt also den Ansatz

m(x3—1)_?+x—1+w2+w+1'

Multipliziert man diese Gleichung mit dem Hauptnenner, so folgt

(19) T + 1 = Al.CL'3 — A1 —|— AQ.Z‘B + A2$2 —|— AQZ‘ —|— (B.TL'2 + CZ‘)(.Z’ — 1)
= 41 =234 + Ay + B)+ 2%(A4s — B+ C) + (45 — C) — A;.

Setzt man z = 0, dann folgt sofort A; = —1 und fiir z = 1 folgt sofort Ay = 2/3. Fiir die verbleibenden
Unbekannten kann man die Ableitungsmethode (Anhang 9.3) verwenden:

1. Ableitung von (19) und = = 0 ergibt C = —1/3.
2. Ableitung von (19) und z = 0 ergibt B =1/3.

(Alternativ kénnte man natiirlich in (19) einen Koeffizientenvergleich durchfiihren und das dann ent-
stehende Gleichungssystem wie in der Linearen Algebra losen. — Wer die Wahl hat, hat die Qual.)

Damit lautet die fertige Partialbruchzerlegung fiir den Integranden von (18) also

z41 _ 1,21 1 a-1
z(x3—-1) = 3z—-1 3z24z+1

Im Fall 3 entstehen Integrale vom Typ [ 1/(z — a)* dz,k € N, wie zuvor im Fall 2, und vom Typ

B B 2 2C'/B
(20) _BotC dr = — / 2:c+ ¢/ dx
22+ Bx + v

z? + Br +
B / 2z + 8 ( Bpj ) / dz
= x + - — ————dx
a:2+ﬂ:c+7 2 224+ Bx+y
Hier ist das erste Integral — und mit diesem Ziel wurde das zu berechnende Integral aufgespalten —

von der Form [ f'(z)/f(x)dz (siche Abschnitt 4: Logarithmisches Integrieren), wihrend das zweite
Integral durch quadratische Ergénzung auf die Form

/ du = arctanu
14+u2

gebracht werden kann (man beachte, daR hier 32 — 4y < 0 ist und vergleiche (6) in Abschnitt 6):

dx dx
@) /?ﬁ+ﬂm+7__/kw+ﬂﬂﬁ+%7—ﬂyﬁ__

1 z+ 3/2
= ———arctan | ————— | .
(v = 8%/4) (y=52/4)
Damit gilt in dem speziellen Fall von Gleichung (18) fiir alle z € R mit z # 0,z # 1:

1 1(1 2 1
/x(zsi*—_l)d xr = —log|z| + = 10g|a:—1|+ {510g|x2+a:+1|—\/§arctan( m\/g )}

7.4 Fall 4: Nenner hat mehrfache komplexe Wurzeln

Der Nenner besitzt mehrfache komplexe Nullstellen, d.h. in (7) treten Exponenten p; > 1 auf. Der
Ansatz ist wie in der allgemeinen Partialbruchzerlegung (11). Die ,einfachen* Koeffizienten werden mit
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der Einsetzungsmethode (Anhang 9.2) bestimmt, die iibrigen mit Koeffizientenvergleich (Anhang 9.1)
oder mit der Ableitungsmethode (Anhang 9.3). Dabei entstehen neben Integralen der obigen Formen
Integrale vom Typ

Bz +C

Diese Integrale werden im Prinzip wie in Fall 3 gelGst, wobei zusétzlich eine partielle Integration
ausgefiihrt wird:

Spalte zunéchst ein Integral der Form

[Eovre,
[f )]k [f ()1
ab, wobei f(z) = ? + Sz + . Dann folgt, da f'(z) = 2z + 3:
Br+C 2z + 2C/B
2 Far © = /
~ (k —1)f B 20/3 5 4,
a 2(’C -1 / [f ()] /

:_2(kB—1)[f(m;] *(C T)/ [f?;)]’“'

Es bleibt nun also noch ein Integral der Form [ 1/[f(z)]¥ dz zu berechnen. Bringe dieses wie in
Abschnitt 6 durch eine quadratische Ergénzung auf die Form [ 1/(t* + a?)* dt:

dx dx dt
/ (z + Bz + )k / (z+B/2)% +~ - p2/9)* _/ (2 + a®)*’

wobei im letzten Schritt a® = v — $2/4 > 0 (vgl. (10)) und t = x + /2 gesetzt wurde. Dieses Integral
kann nun durch partielle Integration (vgl. Abschnitt 2) schrittweise um eine Potenz abgebaut werden
(kurz: verwende die Ergebnisse (23) bzw. (24)):

dt 1 (t2+a2)—t2dt
(12 +a2)k ~ a2 (t2 + a2)*

l/ dt 3 1 /2(k—1)t ¢ dt
a2 ] (2 +a2)k1 2(k—1a?2) (2+a2)F

Das letzte Integral eignet sich fiir partielle Integration:

wobei bei der partiellen Integration (2) f(t) = t bzw. g(t) = 1/(t* + a?)¥~! gesetzt wurde. Damit
erhilt man folgende Rekursionsformel fiir Integrale vom Typ [ 1/(t* 4+ a?)* dt:

(29) / it t +2k3/ dt
@ +a2)F  2(0k—Da2(@+a2)F L 2(k—1)a2 | (@ +a2)F 1

oder, wenn die Substitution riickgiéingig gemacht wird und a? = v — 3%2/4 (s.0.) eingesetzt wird (also
mit f(z) = 2? + Bz +):

dr 2z + 0 4k —6
(24) / F@F ~ k-0 - AT@F | @y )k 1) / TP

Wiederhole nun die Anwendung von (24) solange, bis im Nenner eine 1 steht — dann mache weiter
wie bei Fall 3,
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Beispiel: Fiir £ = 2 gilt unter Beachtung der Formeln (22) und (24):

/ Bx +C iz
(@ + B +7)°

_ -B BB 2z + 8 2 dz
T 2@+ pzt) (C 2 ){(47—B2)($2+5w+7) +4’Y—ﬂ2/ﬂf2+ﬂ$+7}
_ BC — 2By + z(2C — BB) 2C — Bp 1 x+ (/2

G- @+B1+7) BB oG A G

Die Losung des Integrals im letzten Schritt wurde bereits in Formel (21) angegeben.

8 Integration nicht-rationaler Funktionen

Die nun folgenden Typen von Integralen, bei denen der Integrand keine rationale Funktion ist, wohl
aber eine rationale Funktion enthlt, lassen sich elementar berechnen:

Sei R(x) stets eine rationale Funktion von x und sei R(z,y,...,z) eine rationale Funktion der Ver-
anderlichen z,y, ...,z — darunter versteht man einen Ausdruck, der durch eine endliche Anzahl von
Anwendungen der rationalen Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) aus den
Grofen x,vy, ... , z entsteht.
Beispiel:

2 +uv

Y

R(xayauavawaz) = % +Zl7ﬂ'

Integrale der Form

/ Rz % +b e

"Vex+d
mit ad — be # 0 kdnnen durch die Substitution ¢t = {/(az + b)/(cz + d) auf ein Integral iiber
eine rationale Funktion von ¢ {iberfithrt werden.

f R(sin z, cos z, tan x, cot ) dz kann auf ein Integral {iber eine rationale Funktion von ¢ zuriick-
gefiithrt werden, wenn ¢t = tan(z/2) gesetzt und benutzt wird, dass dann
2 . 2t 1—¢2 2t 1—1¢2

Tre T I T—e T Ty

J R(e*®) da:

Die Substitution ¢t = e%* fiihrt auf eine rationale Funktion von ¢.

@ J R(z,v/1+ z?) dz geht nach der Substitution z = sinh¢ {iber in Typ C (beachte die Definition
der hyperbolischen Funktionen).

J R(z,v/x? — 1) dz geht nach der Substitution z = cosht ebenfalls in Typ C iiber.

J R(z,v/1 — 2?) dz geht mit der Substitution = cost oder z = sint iiber in ein Integral vom
Typ B.

J R(z,vVax? + bz + ¢) dz: Eine quadratische Ergéinzung im Inneren der Wurzel fiihrt auf einen
der Félle D, E oder F.

[ p(z)g(z) dz mit g(z) = e*®, g(x) = cosaz oder g(z) = sinaz,a € R und mit p(z) = Polynom
kann durch wiederholte partielle Integration berechnet werden. Als Anfang setzt man

u(z) = p(z), v'(z)=g(z).
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9 Anhang

In diesem Abschnitt werden drei verschiedene Methoden zur Losung von Gleichungssystemen vorge-
stellt, die aber auch miteinander kombiniert werden kénnen. Es handelt sich dabei um die Bestimmung
von Unbekannten, die als Koeffizienten von Polynomen auftreten. Im ersten Fall wird ein Koeffizien-
tenvergleich durchgefiihrt, das heifit, dass die Koeffizienten vor den Potenzen von x der Polynome
verglichen werden. Im zweiten Fall wird aus den Gleichungen (in z) durch das Einsetzen spezieller
Werte von z ein Gleichungssystem in den Koeffizienten gebildet, das dann wie in der Linearen Algebra
gelost wird. Im dritten Fall schlieflich werden zur Vereinfachung der Gleichungssystemberechnung die
einzelnen Gleichungen zum Teil differenziert.

9.1 Koeffizientenvergleich

Ausgehend von der Partialbruchzerlegung wird mit dem Hauptnenner durchmultipliziert und es ent-
steht eine Gleichung zwischen zwei Polynomen. Sortiert man in dieser Gleichung alles nach den Po-
tenzen von z, dann miissen — da die Potenzen z* ein linear unabhingiges System bilden — die
Koeffizienten zu den einzelnen Potenzen gleich sein. Zur Erlduterung ein

Beispiel: Aus Formel (8) ergibt sich fiir die Partialbruchzerlegung des echt-rationalen Bruchs

pn(.’E) 31’2 -5 A1 A2 A3

qm (T) _x3—3w2—x+3:a:—1+m+1+w—3'

Daraus erfolgt durch Multiplikation mit g,,(z) fir alle z € R (stetige Fortsetzung der Polynome in
z=1,-1,3):

(25) pn() = A1(x+1)(z—3) + A2(x — 1)(z —3) + Asz(x — 1)(z + 1)
= .1'2(141 -+ A2 -+ Ag) -+ w(—2A1 — 4A2) + (—3A1 + 3A2 — A3)

Ein Koeffizientenvergleich mit der linken Seite, d.h. p,(z) = 322 — 5, liefert dann

A1+A2+A3 == 3
—2A; —44, =0
—34; + 34, — A3 = —5.

Daraus folgt unmittelbar 4; =1/2, Ay = —1/4, A3 =11/4.

9.2 Einsetzungsmethode

Setzt man verschiedene z-Werte in die Gleichung zwischen den zwei Polynomen (vgl. Anhang 9.1) ein,
dann erhélt man ein Gleichungssystem, das man mit Mitteln der Linearen Algebra 16st.

Beispiel: Aus der Gleichung (25) erhdlt man durch das Einsetzen der Nullstellen unmittelbar die
Losungen fiir A;, Ay, As: Einsetzen von 2 = 1 in (25) liefert 3 — 5 = —4A4; + 0 + 0, woraus folgt, daf
Ay = 1/2 ist. Einsetzen von = —1 bzw. = 3 in (25) ergibt ebenso Ay = —1/4 und A5 = 11/4.

9.3 Ableitungsmethode

Bei der Bestimmung der Koeffizienten mit Hilfe der Ableitungsmethode macht man Gebrauch von
der Differentialrechnung, denn wenn man eine Polynomgleichung, deren Koeffizienten zu bestimmen
sind, k-mal differenziert, bleiben nur die Potenzen 27 fiir j > k mit den dazugehdrigen Koeffizienten
iibrig, so dass nach jeder Differentation ein Koeflizient durch Einsetzen geeigneter x-Werte berechnet
werden kann.
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Beispiel: Beginne mit der in Fall 2 hergeleiteten Formel (15) und setze x = 0 ein, daraus folgt sofort
A, 1 = 1. Dann differenziere (15) einmal und erhalte

n—1
Z kxk_l = Al,l(n - 1).’[1”’_2 + ...+ An—l,l-
k=1

Setze wieder z = 0, und es folgt A,_1,1 =1 u.s.w. Insgesamt folgt A;; =1 fiir alle 1 <14 < n.

Bemerkung: Die Ableitungsmethode ist besonders geeignet, wenn der Nenner nicht bei z; = 0
mehrfache Nullstellen hat, sondern bei z; # 0, denn in solch einem Fall ist ein Koeffizientenvergleich
meist nicht mehr so iiberschaubar.

Beispiel: Folgende Funktion hat eine zweifache Nullstelle bei z = 1:

1 1 A1 Aan Az 2
2 — — 3 ) 3 .
(26) z(z2 —22x+1) z(z—1)2 z +a:—1+(a:—1)2

Daraus folgt
1= Al,l(x — 1)2 =+ Agylm(x — 1) + A272[E.

Setzt man z; = 0,22 = 1, dann folgt sofort 1 = A; ; = Ay ». Differenziert man die Formel einmal, so
erhilt man

0= 2A1’1(.CE - 1) + A2,1(2$ - ].) + A2,2.

Setzt man z = 1 (dort ist ja die zweifache Nullstelle), dann ergibt sich 0 = Ay 1 + A2 2, also Ay 1 = —1.
Das Ergebnis lautet dann also
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