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Mathematik fiir die Biowissenschaften

Vorwort

Das vorliegende Skriptum ist auf die Bachelor-Sudiengange Biologie sowie Molekulare Bio-
technologie an der RWTH Aachen zugeschnitten. Es dient als eine Grundlage fiir Vorlesun-
gen (2 SWS), Ubungen und Diskussionsstunden (2 + 2 SWS), und steht neben digitalen Unter-
richtsmaterialien (Videos, interaktive Online-Aufgaben), welche demnéchst tiber ORCA.nrw
verdffentlicht werden, zur Verfiigung.

Die Veranstaltung “Mathematik fiir die Biowissenschaften” bedient Zielgruppen mit sehr
unterschiedlichen Vorkenntnissen und sehr unterschiedlicher Motivationslage in Sachen Ma-
thematik. Das Skriptum und flankierende Online-Angebote stellen Angebote sowohl fiir Ma-
thematik-ferne wie auch Mathematik-affine Studierende bereit. Dem zusatzlichen Mathema-
tikbedarf eines Teils der Studierenden (v.a. der Biotechnologie) wird in diesem Skript und
auch im Online-Angebot durch zusitzliche fakultative Module Rechnung getragen.

Das Skript entstand in seiner Urfassung vor knapp 20 Jahren in Kooperation mit dem in-
zwischen pensionierten Kollegen Rudolf Stens. Es wurde im Lauf der Jahre mehrere Male
revidiert und an die verdnderte Situation angepasst. Diese (letzte) Fassung wurde um einige
Themen erweitert, welche in der Vorlesung und den Priifungen nicht behandelt werden, aber
von einem signifikanten Teil der Studierenden in anderen Veranstaltungen benétigt werden.
Der Stoff der ,Mathematik fiir die Biowissenschaften” ist in den Kapiteln 1-14 enthalten, wo-
bei jedes Kapitel den Stoff einer Semesterwoche umfasst.

Zum Inhalt im Einzelnen:

¢ Die Kapitel 1-3 behandeln Themen, die idealerweise in der Sekundarstufe I behandelt
wiirden, aber nur noch zum Teil im Schulunterricht vorkommen. Dabei wird auch auf
Aufgabenstellungen eingegangen, die fiir die Arbeit im Labor von Bedeutung sind.

¢ Kapitel 4 und 5 behandeln Kombinatorik und einige Aspekte der Wahrscheinlichkeits-
theorie, auch als Grundlage fiir eine Lehrveranstaltung zur Statistik in einem spéteren
Studienabschnitt.

¢ Kapitel 6 und 7 haben Folgen und Reihen zum Thema, wobei die Begriffe und Fakten
allgemein eingefiihrt werden, ein Schwerpunkt aber auch auf Anwendungen liegt.

¢ Die Kapitel 8-12 drehen sich um Funktionen und ihre Eigenschaften. Nach der Vorstel-
lung einiger wichtiger Typen von Funktionen werden Grenzwerte, Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit und ihr Nutzen behandelt, wobei auch Anwendungen in der Biologie und
verwandten Gebieten diskutiert werden.

¢ Der Fokus von Kapitel 13 zielt auf Anwendungen der (Eulerschen) Exponentialfunkiti-
on und ihrer Umkehrfunktion, des nattirlichen Logarithmus.

¢ Kapitel 14 schliefit mit Stammfunktionen und Integralen den obligatorischen Stoff ab.



* Der Zusatzstoff in den Kapiteln 15-16 umfasst Matrizen, Vektoren, lineare Gleichungs-
systeme und einige Anwendungen, wobei auch auf Eigenwerte und Eigenvektoren ein-
gegangen wird.

¢ Kapitel 17 schliefdlich gibt eine kurze Motivation fiir und Einfithrung in die komplexen
Zahlen.

Im Verlauf der unterschiedlichen Versionen haben mehrere studentische Hilfskrifte an der
Gestaltung, Korrektur und Revision der jeweiligen Texte mitgewirkt. Namentlich genannt
seien (in alphabetischer Reihenfolge und mit in der Zwischenzeit erworbenen Titeln) Dr.
Alexandra Goeke, Dr. Markus Hirshman, Dr. Christian Lax und Dr. Maike Sube.

Die Latex-Umsetzung der vorliegenden Version tibernahm Herr Christian Quadflieg, B.Sc.,
wobei die Endfassung einschliefslich einiger Graphiken - wie fiir alle Fassungen des Skripts -
von Frau Barbara Giese in bewé&hrter Qualitdt vorgenommen wurde.

Aachen, im Oktober 2021 Sebastian WALCHER
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1 Grundlagen: Mengen, Zahlbereiche, Rechnen

1.1 Einleitung

Mathematik ist fiir Biologen und Biotechnologen in erster Linie ein Werkzeug, welches zur
qualitativen und quantitativen Beschreibung, Modellierung und Analyse biologischer Pha-
nomene genutzt wird. Dieses Skript und die darauf basierenden Lehrveranstaltungen sollen
vor allem zum Erlernen dazu noétigen Grundwissens und handwerklicher Fahigkeiten die-
nen. Wesentlich ist, dass Sie sich mit mathematischen Begriffen und Problemstellungen auch
eigenstandig befassen; alleine durch Zuschauen kann man wenig lernen.

Wir werden Vorwissen aus der Schule und ggf. aus Vorkursen voraussetzen (miissen). Hierzu
gehort insbesondere eine gewisse Rechenfertigkeit (Beispiele: g + % =?, g : % =?); die grundle-
genden Regeln werden wir aber nochmal wiederholen. Im Verlauf der Veranstaltung werden
wir oft zum ,Buchstabenrechnen” iibergehen (Beispiele: % + % =?, % . % =?). Dies liegt in der
Natur der Sache, denn beim Aufstellen eines mathematischen Modells ist es oft notig, mit
zundchst unbekannten Parametern zu arbeiten und entsprechende Umformungen bei Glei-

chungen unter ,Mitnehmen” dieser Parameter auszufiihren.

Auch deshalb legen wir Wert darauf, dass Sie fiahig sind, den Grofiteil der Aufgaben ohne
Hilfe eines Rechners zu 16sen. Rechner sind natiirlich sinnvoll, wenn es allein darum geht,
umfangreiche Routinerechnungen mit Zahlen durchzufiihren, aber solche Probleme werden
in dieser Veranstaltung nicht oft gestellt. Zudem werden Sie Aufgaben sehen, bei denen me-
chanisches Benutzen des Rechners seine Kapazitdt sprengt, wogegen man per Hand leicht
zum Ergebnis kommt. In den Klausuren werden keine Rechner zugelassen!

Schliefslich sollen Sie lernen, Ihre Argumente, Aussagen und Ergebnisse so zu formulieren,
dass sie fiir andere klar nachvollziehbar und unmissverstiandlich sind. Dies ist nicht nur in
der Mathematik wichtig, aber in der Mathematik sind exakte Sprechweisen von besonderer
Bedeutung.

1.2 Mengen, Aussagen, Abbildungen

Wir legen zundchst einige Sprechweisen fest, die wir im Folgenden benutzen werden. Die-
se Festlegung wird nicht auf dem Niveau einer Vorlesung fiir Studierende der Mathematik
geschehen; deshalb sprechen wir hier (und auch spiter in vergleichbaren Situationen) nicht
von einer Definition, sondern von einer Arbeitsdefinition.

Wir beginnen mit einigen Aussagen.

(1.1) Arbeitsdefinition. Eine mathematische Aussage ist eine Behauptung (die sprachlich
oder als Symbolkette formuliert sein kann), der auf sinnvolle Weise ein Wahrheitswert (wahr
oder falsch) eindeutig zugeordnet werden kann.

(1.2) Beispiele. ¢ Aussage: “You will be a winner or you will be dinner!”
(Message fiir die Teilnehmer des “Great American Duck Race”, Deming, New Mexico,
USA.)
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Aussage: ,Jede reelle Zahl x erfiillt x <2 oder x > 0.”

Aussage: ,Jede reelle Zahl x erfiillt x <2 und x > 0.”

* Aussage: ,Die Gleichung e* = x besitzt eine reelle Losung.”

,X +3 =2"ist fiir jedes x € R eine Aussage.
¢ Keine Aussage: , Wie spit ist es?”.

Bitte beachten: Das ,,oder (or)” in der ersten Aussage (exklusiv) ist von anderer Art als das in
der zweiten Aussage (inklusiv).

Aussagen lassen sich verkniipfen, und wir werden solche Verkniipfungen im Folgenden oft
benutzen.

(1.3) Definition. Es seien A, A; und A, Aussagen.

* Die Aussage ,A; und Ay” ist genau dann wahr, wenn sowohl A; als auch A, wahr
sind.

¢ Die Aussage , A1 oder Ay” ist genau dann wahr, wenn (mindestens) eine der Aussa-
gen Aj, Ap wahr ist.

 Implikation (oder Folgerung): Ist A, immer dann wahr, wenn A; wahr ist, so sagt man,
Ay folgt aus A; und schreibt A; = A,.

. Aquivalenz: Wenn sowohl A; = A als auch A; = A; gelten, so sagt man, A; und A;
sind dquivalent und schreibt A; < A,.

® Negation: Mit -A (Negation von A) wird die Aussage bezeichnet, die genau dann
falsch ist, wenn A wahr ist.

Zu beachten ist, dass in der Mathematik das ,,oder” inklusiv gemeint ist. Fiir das ,exklusive
oder” benutzt man Sprechweisen wie ,,entweder/oder”.

Wir kommen nun zu Mengen.

(1.4) Arbeitsdefinition. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohl bestimmten Ob-
jekten unserer Anschauung oder Vorstellung zu einem Ganzen. Die Objekte heifien Elemente
der Menge.

* Fiir eine Menge M und ein Objekt x schreiben wir x € M (,,x ist Element von M”),
wenn x zu M gehort. Andernfalls schreiben wir x ¢ M (,,x ist nicht Element von M*).

¢ Sind M und N Mengen, so nennt man N eine Teilmenge von M (in Zeichen N c M),
wenn jedes Element von N auch Element von M ist.

(1.5) Bemerkung. Mengen kdnnen bestimmt werden durch eine eindeutige Charakterisie-
rung ihre Elemente oder durch explizite Angabe ihrer Elemente, tiblicherweise in sog. Men-
genklammern { }.




1 Grundlagen: Mengen, Zahlbereiche, Rechnen 7

(1.6) Beispiele. ¢ Alle Menschen, die am 1.10.2018 an der RWTH als Studierende einge-
schrieben waren, bilden eine Menge.

* {Kopf, Zahl} sowie {2, -1, 7, %} sind Mengen.
e MitN ={1,2,3,...} wird die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet.

¢ Mit R wird die Menge der reellen Zahlen bezeichnet. Ihre Charakterisierung ist nicht
einfach.

Man kann auch mit Mengen Operationen ausfiihren.

(1.7) Definition. Es sei X eine Menge und A, B seien Teilmengen von X. Dann definiert
man:

* AnB:={x€eX; xe€ Aund x € B} istder Durchschnitt von A und B;

e AuB:={xeX; x € Aoder x € B} ist die Vereinigung von A und B;

A\B:={xeX; x e Aund x ¢ B} ist die Differenzmenge von A und B;

Insbesondere ist A° := X\ A das Komplement von A (in X).

(1.8) Beispiel. Es seien X = IN, A die Menge aller geraden (d.h. durch 2 teilbaren) Zahlen.
und B=1{1,2,3,4,5}.

Dannist AnB = {2,4}, AuB = Au{1,3,5}, B\A = {1,3,5}, A® die Menge aller ungeraden
nattirlichen Zahlen.

Als (erst mal) letztes abstraktes Bausteinchen fithren wir noch den Begriff einer Abbildung
ein.

(1.9) Arbeitsdefinition. Es seien M und N nichtleere Mengen. Eine Abbildung f von M nach
N ist eine Vorschrift, die jedem x € M genau ein Element von N zuordnet, welches mit f(x)
bezeichnet wird. In der Regel werden Abbildungen in der Form

fiM~N; xe f(x)

dargestellt.

Falls M und N Teilmengen von R sind, sind auch Schreibweisen wie
y=f(x)

oder dhnliche tiblich.

Man nennt M den Definitionsbereich und N den Zielbereich (oder das Ziel) der Abbildung. Im
Allgemeinen ist das Ziel verschieden vom Wertebereich

W=f(M)={yeN; esgibteinxe Mmity=f(x)} cN
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(1.10) Beispiele. ¢ Es sei M die Menge aller Personen, die am 1.10.2018 an der RWTH
eingeschrieben waren, und f : M - IN die Abbildung, die jeder Person ihren Geburts-
monat (dargestellt durch 1,2, ..., 12 fiir Januar bis Dezember) zuordnet.

. f:]N—>]N,x»—>x2.

1.3 Zahlbereiche und Rechenoperationen

Als bekannt setzen wir folgende Zahlbereiche voraus:
e Die Menge N = {1, 2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen;
e Die Menge Ny = {0, 1, 2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen einschliefSlich Null;
e Die Menge Z = {0, +1, +2, +3, ...} der ganzen Zahlen;
¢ Die Menge Q = {x; es gibt ganze Zahlen a, b mitb # 0 und x = ¢} der rationalen Zahlen.

Des Weiteren setzen wir auch eine intuitive Bekanntschaft mit der Menge R der reellen Zahlen
voraus; R enthilt Q und viele andere Zahlen wie etwa v/2 oder 7. Eine genauere Charakteri-
sierung von R wird uns noch beschiftigen.

Offensichtlich gelten die Teilmengenbeziehungen

NcNycZcQclR.

Wir rekapitulieren nun Fakten und Regeln zu den Rechenoperationen. Wir beginnen mit Ad-
dition, Negativen und Subtraktion:

(1.11) Fakt. Addition in IN, Ny, Z, Q oder IR:

Fiir jedes Paar a, b von Zahlen ist die Summe a + b definiert. Es gelten fiir alle a, b, c die
folgenden Rechenregeln.

* Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+ (b+c).
* Kommutativgesetz: a+b =b +a.

e In Ny, Z, Q und R ist die Null neutrales Element der Addition, d.h.0+a = a.

(1.12) Satz. Subtraktion und Negatives in Z, Q oder RR:

e Fiir vorgegebene a und b hat die Gleichung a + x = b, wobei x fiir die gesuchte Zahl
steht, genau eine Losung z. Man nennt z die Differenz von b und a und schreibt z = b —a.

¢ Speziell: Zu vorgegebenem a gibt es genau eine Losung der Gleichung a + x = 0; diese
wird das Negative von a genannt und mit —a bezeichnet.

(1.13) Bemerkung. Regeln fiir Negative und Subtraktion lassen sich (grundséatzlich) aus
den Rechenregeln der Addition herleiten.
Unter anderem gilt fiir alle 4, b, c in den relevanten Zahlbereichen:
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a+(-b)=a-b;
(a+b)-b=ua;

a-(b-c)=(a-b)+c
(Kein Assoziativgesetz fiir die Subtraktion!);

—(-a) =a.

Als nédchstes betrachten wir Multiplikation, Division und Inverse:

(1.14) Fakt. Multiplikation in N, INo, Z, Q oder IR:
Fiir jedes Zahlenpaar a, b ist das Produkt a - b (kurz auch ab) definiert. Es gelten fiir alle g, b, ¢
die folgenden Rechenregeln.

* Assoziativgesetz:a-(b-c) = (a-b)-c.
o Kommutativgesetz: a-b="b-a.

¢ Die Eins ist neutrales Element der Multiplikation, d.h.1-a = a.

(1.15) Satz. Division und Inverse in Q sowie IR:

e Fiir vorgegebene a mit a # 0 und b hat die Gleichung a - x = b, wobei x fiir die gesuch-
te Zahl steht, genau eine Losung w. Man nennt w den Quotienten von b und a und
schreibt w = b/a (auch w = £ oder w = b-a7).

* Speziell: Zu jedem a # 0 gibt es genau eine Losung der Gleichung a - x = 1; diese wird
das (multiplikativ) Inverse von a genannt und mit 1/a oder a~! bezeichnet.

(1.16) Bemerkung. Regeln fiir Division und Inverse lassen sich (grundsitzlich) aus den Re-
chenregeln der Multiplikation herleiten. Unter anderem gilt fiir alle von 0 verschiedenen
a,b,c,din Qbzw. R:

® (a-b)/b=a;
* a/(bfc) = (a-c)/b, (a/b)/c=a/(b-c)

(Kein Assoziativgesetz fiir die Division!);

® a-(b/c)=(a-b)/c;

e (a7 )=y

o U= (a-d)/(b-c).

Addition und Multiplikation werden durch das Distributivgesetz verbunden:
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(1.17) Fakt. Das Distributivgesetz in IN, Ny, Z, Q, R : Fiir alle g, b, ¢ gilt

a-(b+c)=a-b+a-c.

Aus dem Distributivgesetz lassen sich zahlreiche Formeln herleiten. Wir stellen einige davon
zZusammen:

(1.18) Satz. Furallea, b, c € R gilt:
e qg-(b-c)=a-b-a-c
o (a+b)?=a®+2ab+b?* (Erste binomische Formel);
e (a-b)? = a®-2ab + b? (Zweite binomische Formel);

e (a+Db)-(a-Db)=a®-b? (Dritte binomische Formel).

Bei den binomischen Formeln wurde die Potenzschreibweise verwendet: > =a-a,a°> =a-a-a

usw.

Schliefslich gibt es auf R (und allen Teilmengen von R) auch eine Anordnung;:

(1.19) Fakt. Zwei reelle Zahlen 4, b lassen sich vergleichen:
Es gilt genau eine der Aussagen

® g<b(,aistkleiner als b");

e 0=ph;

* b <a (hierfiir sagt man auch, ,a ist grofler als b”).
Man nennt eine Zahl x

* positiv, falls x > 0;

e nicht negativ, falls x > 0;

* negativ, falls x < 0.

Man benutzt weiter auch die Symbole < (,kleiner oder gleich “), > (,,grofler als ) sowie >
(,,groer oder gleich “) in offensichtlicher Weise.

Die Anordnungen und die Rechenoperationen spielen wie folgt zusammen:

(1.20) Satz. Fiir alle reellen Zahlen a,b,c,d gelten die folgenden Aussagen:

*a<bea+c<b+c.
(,Zu beiden Seiten einer Ungleichung darf man eine Zahl c addieren”.)
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a<bundc<d=a+c<b+d
(,Addieren von entsprechenden Seiten zweier Ungleichungen ergibt eine korrekte
Ungleichung.”)

* a<bundc>0<«ac<bcundc>0
(,,Beide Seiten einer Ungleichung darf man mit einer positiven Zahl ¢ > 0 multiplizie-
ren.”)

a<bundc<0<ac>bcundc<0
(,Multiplikation beider Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl kehrt die
Anordnung um®.)

Fallsa > 0und b > 0, so gilt fiir alle n € IN:

a<b<a<b".

1.4 Briiche und Rechnen mit Briichen
(1.21) Erinnerung. Zunichst nochmal die Erinnerung, was in dieser Veranstaltung unter ei-
nem Bruch verstanden wird:

Fiir gegebene a,b (b # 0) ist ; die Losung der Gleichung b - x = a.
Also
a
b-x=a<x= b

Wir fassen wichtige Operationen mit Briichen zusammen:

(1.22) Satz. Gegeben a,b,c,d mit b # 0, d # 0. Dann gilt:

% = — (Erweitern und Kiirzen)
g.g - Z_C (Multiplikation)

e Fallsauch a # 0 und ¢ # 0, gilt weiter
afc a-d o
b / R (Division)

e Addition und Subtraktion:
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Wir beweisen exemplarisch die Additionsregel. Wie weiter oben festgestellt, ist a/b die Lo-
sung der Gleichung bx = a, also ist b- (a/b) = a. Ebenso ist d - (c/d) = c. Also (mal mit Folge-
rungspfeilen):

b-(a/b)=a und d-(c/d)=c
= (d-b)-(alb)=a-d und (b-d)-(c/d)=b-c
= (d-b)-((a/b)+(c/d))=a-d+b-c (Distributivgesetz)

Also ist a/b + c/d die Losung der Gleichung (d-b)-x =a-d + b - c und damit folgt die Behaup-
tung.

(1.23) Beispiele. .

1001 77-13 77

78 6-13 6

oyt () (x-y) _x-y

xX+Yy x+y 1

Z/g:%:gzg (Ktirzen!)
[ ]
2P B

7.8_7:6+85 82 41
5 6 56 30 15
[ ]
1 1 1-(x+)-1.x 1
x x+1  x(x+1)  x(x+1)

Hier sind jeweils x bzw. y so einzuschrdnken, dass die auftretenden Nenner von 0 verschie-
den sind.
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2 Umformungen und einfache Gleichungen

2.1 Umformungen

Die folgenden Strategien liegen vielen Verfahren zum Losen von Gleichungen zugrunde.

(2.1) Satz. Esseiena,b,c,d € R. Dann gilt:
e g=bsa+c=b+ce=a-c=b-c.
. a:bc»a-c=b-cc>§=§,fallsc¢0.

e g=bundc=d=a+c=b+d.

e g=bundc=d=a-c=b-d.

Die Giiltigkeit ist intuitiv einleuchtend. Bitte beachten Sie, wo Aquivalenz (<) gilt und wo
nur eine Implikation (=) allgemein richtig ist.

(2.2) Beispiele. a) Gesucht sind alle x € R mit 3x +4 = 5. Wir formen um:

3x+4=5

Damit ist die Gleichung gelost.

b) Die Gleichung x = 2 ldsst sich wie folgt umformen (auch wenn das eigentlich niemand
tut):
x=2 = x*=2x.

Die zweite Gleichung besitzt die Losung x1 = 0, welche die erste nicht 16st. (Es wurde eben
keine Aquivalenzumformung durchgefiihrt.)

(2.3) Satz. Gegeben seien reelle Zahlen a,b, ¢, d, alle verschieden von 0. Dann gelten folgen-
de Aussagen:

a) Tt oa=bcob=2
b c
b) g:§©ad:b6©a:%©b:¥© ......
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2.2 Prozentrechnung und Mischungsaufgaben

Eine Anwendung von Verhiltnisgleichungen findet sich in der Prozentrechnung. , Prozent”
heisst ,,von Hundert”. Also

(2.4) Definition. 1% = 1(1J—0; X% = ﬁ fir x > 0.

Daraus folgt der

(2.5) Satz. Grundgleichung der Prozentrechnung: Fiir a > 0 und b > 0 gilt

a a
——y<e — =1-100%.
b b Yy 00%

Mit dieser Gleichung heisst x = 100y der Prozentsatz.

In Worten:
Prozentsatz Prozentwert

100 ~ Grundwert

(2.6) Beispiele. a) 50ml Alkohol werden in Wasser gelost, sodass 2000m! Losung entstehen.
Wie viel Prozent Alkohol enthilt die Losung?
Fiir unsere Aufgabe gilt:
Grundwert = Menge der Losung = Wasser + Alkohol = 2000m1,
Prozentsatz = x,
Prozentwert = Menge des Alkohols in der Losung = 50ml.
Damit ergibt sich mit der Grundgleichung der Prozentrechnung

000 5y s 204250 = x=2

- -2 _25
100 20 - °

Es sind also 2,5% Alkohol in der Losung.

b) 0,1 Alkohol werden in 1/ Wasser gelost. Wie viel Prozent Alkohol enthilt die Losung?
Es gilt:
Grundwert = Menge der Losung = Wasser + Alkohol =1/ +0,1/ = 1,1/,
Prozentsatz = x,
Prozentwert = Menge des Alkohols in der Losung = 0,11
Setzt man die Werte in die Grundgleichung ein, so erhélt man:
1,1-x 100

=0,1 <<= 1,1'x=10 <— x=—=~9,009.
100 11

Die Losung enthalt etwa 9,09% Alkohol.

c) Wie viel Wasser muss man zu 30m! Alkohol hinzufiigen, um eine 5%ige Losung zu erhal-
ten?
Es gilt:
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d)

Menge des Wassers = x ml,
Grundwert = Menge der Losung = Wasser + Alkohol = (x +30)ml,
Prozentwert = Menge des Alkohols in der Losung = 30ml,
Prozentsatz = 5.

Wir erhalten die Gleichung

(x+30)-5 _

=570.
100 30 <= x=570

Man muss also 570ml = 0,57 ] Wasser hinzufiigen.

Fiir eine Atmungsmessung soll zu 3m! einer Mitochondriensuspension eine 1%ige Kaliumcyanid-

Losung hinzugefiigt werden, sodass eine Kaliumcyanid-Konzentration von 0,02% ent-
steht.
Es gilt:
Menge der K-Losung = x ml,
Grundwert = Menge des Endprodukts = M-Suspension + K-Losung = (3 + x)ml,
Prozentsatz = 0,02,
1

Prozentwert = Menge des Kaliumcyanids im Endprodukt = x- mml.
Man erhilt die Gleichung

(3+x)-0,02:x.i
100 100
<~ (3+x)-0,02=x
~— 0,06+0,02x = x
— 0,06=(1-0,02)x
0,06
— X= 1-0,02 ~0,061.

Man muss also ca. 0,061m! Kaliumcyanid-Losung hinzufiigen.

Wie viele ml Wasser miissen zu 1/ einer 10-prozentigen Ethanol-Losung gegeben werden,
damit eine 8-prozentige Losung entsteht? (Angaben in Volumenprozent.) Wir gleichen
zundchst die Mafieinheiten an und messen alles in m! (mit 1/ = 1000mI). Von da geht es
wie gewohnt: Es werden x ml Wasser hinzugegeben. Damit haben wir

Grundwert = Menge der Mischung = 1000 + x;
Prozentwert = Menge des Ethanols = 72 - 1000 = 100;
Prozentsatz = 8.

Also
8 100

100 ~ 1000 + x

< 8-(1000+x) =10000 < 8x =2000 < x =250.

Es miissen also 250mI Wasser hinzugegeben werden. (Man hétte als grundlegende Mafs-
einheit auch den Liter nehmen kénnen. Die Rechnung hitte dann 0,25/ ergeben.)
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2.3 Anwendung: Chemische Reaktionen und Massenwirkungsgesetz

Vorab benotigen wir eine Erlduterung zu dimensionsbehafteten Grofsen.

(2.7) Fakt. Viele Grofien in den Naturwissenschaften (Lange, Masse, Temperatur, Druck. . .)
sind , dimensionsbehaftet”, werden also durch eine Zahl angegeben, die sich auf eine Maf3-
einheit bezieht. Man spricht auch von ,benannten Groflen”. Beim Rechnen mit solchen Gro-
en ggf. unterschiedliche Mafleinheiten angleichen!

(2.8) Beispiel. Einige Mafieinheiten fiir das Volumen sind
e Liter (¢), Milliliter (m/); 1000m¢ = 14.
e Kubikmeter (m%); 1m> = 1000¢.
e US-Gallone (gal.); 1gal. = 3.785411784 (.

Beispiel zur Umrechnung: %E Losung enthdlt 3m{¢ Ethanol. Bestimme den Ethanolgehalt
(Prozentsatz x in Volumenprozent).

X 3m/l 3
e ——————t= e— = 3 = U.
100 ~ 05.1000m¢ ~ 500 = X =3/5=06

Fiir chemische Substanzen gibt es besonders geeignete Mafseinheiten:
(2.9) Festlegung. Eine chemische Substanz (manchmal: chemische Spezies) besteht aus iden-

tischen Molekiilen.

¢ Die Stoffmenge einer chemischen Substanz ist z.B. durch ihre Masse (in Kilogramm,
Gramm. . .) bestimmt.
Eine natiirlichere Mafleinheit aus chemischer Perspektive ist das Mol:
In einem Mol einer Substanz befinden sich nach Definition etwa

6.02 - 102 Molekiile.

¢ Fiir eine geloste Substanz konnen Konzentrationen in (Gewichts- oder Volumen-) Pro-
zent angegeben werden. Gebrauchlicher im Labor: Molar (Symbol M):

1M =1mol/l

und davon abgeleitete Einheiten wie Millimolar (mM).

Wir betrachten folgende Situation: Zwei chemische Substanzen A und B reagieren reversibel
zur Verbindung C:
A+B=C

(Es handelt sich z.B. um gasférmige oder in Wasser geloste Substanzen).
Es bezeichne [ X] die Konzentration der Substanz X.
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(2.10) Satz. Massenwirkungsgesetz Fiir die Reaktion A + B = C gilt: Bei festen ,thermo-
dynamischen Parametern” (Temperatur, Druck etc.) existiert eine Konstante K, so dass im
Reaktionsgleichgewicht gilt
A]-[B
) [AL1B]

K

Man nennt K die Dissoziationskonstante dieser Reaktion. Sie ist dimensionsbehaftet (Maf3-
einheit z.B. M).

(2.11) Bemerkung. Es treten gelegentlich Unklarheiten auf, was die Terminologie zur Dis-
soziationskonstanten betrifft; moglicherweise beruhen diese auf einer unterschiedlichen
Handhabung der Begriffe in unterschiedlichen Veranstaltungen. Deshalb einige Worte zur
Klarung.

Es geht im Folgenden immer um eine Reaktion

A+B=C

im Gleichgewicht bei raumlich homogenen Systemen. Konzentrationen werden mit eckigen
Klammern [...] bezeichnet und (beispielsweise) in M = mol/l gemessen.

a) Das Massenwirkungsgesetz ist ein (empirisch gebundenes und theoretisch begriindetes)
Naturgesetz. Es gilt fiir allgemeine Klassen von Reaktionen.

b) Auch das Verhiltnis
[C] _ K*
[A][B]
ist in dieser Situation natiirlich eine Konstante (dank Bruchrechenregeln); diese sog.
Assoziationskonstante ist gleich % und hat z.B. die Mafseinheit ﬁ

c) Beide Versionen sind physikalisch gleichwertig; unterschiedlich ist nur die Namens-
gebung.

d) Moglicher Grund der Verwirrung: Bei einer Reaktion der Gestalt

A+B=C+D

gilt nach wie vor, dass im Gleichgewicht das Verhdltnis

eine (jetzt unbenannte) Konstante ist; in dem Fall wire der Name , Dissoziationskon-
stante” einfach nicht besonders gliicklich. (Man spricht auch allgemein von ,Gleich-
gewichtskontante”.) Man muss hier aufpassen, mit welchem Quotienten man rechnet.

(2.12) Beispiel. Beispiele zum Massenwirkungsgesetz: Die Einheit der Konzentrationen sei
immer Millimolar (1m M = 1073 M).

e Sind die Konzentrationen [A] = 0.2, [B] = 0.5 und [C] = 1 bekannt, kann man die
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Dissoziationskonstante K bestimmen:

K= [?gj[]B] =0.1 ( Mafeinheit m M).

¢ Sind die Dissoziationskonstante K = 0.1 sowie die Konzentrationen der Substanzen
[A] =2 und [C] = 30 bekannt, kann man die Konzentration von B bestimmen:

¢ FEin interessanteres Beispiel: Gegeben sei weiter die Reaktion A + B = C mit Dissoziati-
onskonstante K = 0.1. Gleichgewichtskonzentrationen sind i.A. nicht einfach messbar,
aber lassen sich aus den messbaren Konzentrationen zu Beginn der Reaktion und dem
Massenwirkungsgesetz wie folgt bestimmen:

- Anfangskonzentrationen [A]; = 0.5, [B]; =0.2, [C]; = 0.
— Gleichgewichtskonzentrationen [A]g, [ B]g, [C]; (unbekannt).
— Stochiometrie:

+ [Alg+[Clg=[A]i +[C]; =05 = [A]¢ =0.5-[C];,.

+ [Blg +[C]g = [B]i +[C]; =0.2 = [B]; = 0.2~ [C],.

— Massenwirkungsgesetz: 0.1[C], = (0.5-[C];)- (0.2~ [C]y).
Aus dieser quadratischen Gleichung lasst sich [C]; (und daraus weiter [A],, [B]g)
berechnen.

2.4 Anwendung: Verdiinnen von Stammlosungen

(2.13) Fragestellung. Im Labor soll eine Stammldsung einer Substanz (Konzentration x;) mit
Wasser auf ein vorgegebenes Volumen V, mit Konzentration x, verdiinnt werden. Welches
Volumen V; der Stammlosung (und Wasservolumen Vy,0) wird benétigt?

Zur Losung des Verdiinnungsproblems geht man wie folgt vor:

¢ Grundlegende Beobachtung: Die Stoffmenge der Substanz in der Stammldsung ist gleich
xs - Vs, ihre Stoffmenge in der verdiinnten Losung ist gleich x, - V,. Diese beiden Stoff-
mengen sind gleich:
Xs+ Vs =%x0-Vo.
¢ Also
Vo= Vi Vio=Ve- Vo= (1- 2.

Xs

* Man nennt x./x; auch den Verdiinnungsfaktor.
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(2.14) Beispiel. Gegeben: Stammldsung von KCI, Konzentration 50 mM. Verdiinne zu 20 m/{
Losung mit Konzentration 7 mM.

Hier x5 =50mM, x, = 7mM und V, = 20m¥{. Also

7 14 o
Vi=z520= = =28 (Einheitmo).

(2.15) Bemerkung. In der ,Verdiinnungsformel” ist nur wichtig, dass beide Konzentratio-
nen in der selben Mafieinheit gegeben sind und beide Volumina in der selben Mafseinheit
gegeben sind: Hat man im obigen Beispiel den Wunsch, 20 Gallonen Losung herzustellen,
dann sind dazu 2.8 Gallonen Stammldsung notig.

Schliefilich sind auch Verdiinnungsprobleme mit mehreren Substanzen relevant.

(2.16) Bemerkung. Man will in manchen Fillen aus Stammldsungen zweier Substanzen
(Konzentrationen x4, x52) eine Losung mit Gesamtvolumen V, und Konzentrationen x,;
bzw. x., herstellen. Wie bestimmt man die Volumina V;;, V,?

Vergleich der Stoffmengen ergibt

X,
X1 Vsi=%xa1- Ve = Vg=2.V,

Xs1
25
X2 - Vsp=x02- Ve = Vyp=2.

=27
Xs2 €

und weiter Vi,0 = Ve — Vi1 — Vio.

(2.17) Beispiel. Gegeben ist eine Stammlosung von KCI, Konzentration 50 mM sowie eine
Stammlosung von NaHCOj3 mit Konzentration 70 m M.
Herzustellen sind 10 m/ einer Losung mit 15mM KCI und 35mM NaHCOs.

Hier x4 =50, x,1 = 15, x5 = 70 und x,2 = 35 (je mM), und V, = 10 (Einheit m/). Also

Va=2.v, = B.10;

s1 = Xs1 gg
= Xe2 | = 22,
Ve = = Ve = 2510

Man benotigt also 3m¢ KCI und 5m¢ NaHCOs3 (und 2 m{ HO).

2.5 Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Zunéachst die Definition

(2.18) Definition. Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen fiir zwei Unbe-
kannte hat folgende Gestalt:

Gegeben sind reelle Zahlen a,b,c,d, e, f.
Gesucht sind alle Paare (x|y) reeller Zahlen, fiir die gilt:
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ax+by =c
dx+ey =f
(2.19) Beispiel. ¢ Das System
3x+2y =6
3x+2y =7
hat offensichtlich keine Losung.
¢ Das System

3x+2y =6
4x+2y =7

hat eine eindeutige Losung: Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten ergibt
x =1; daraus dann y = 3/2.

¢ Das System

3x+2y =6
3x+2y =6

hat offensichtlich (?!) unendlich viele Lésungen.

(2.20) Fakt. Eine Losungsstrategie fiir die Gleichungssysteme in 2.18 ist wie folgt:
Fallsa=0:v
Fallsd =0: v

Andernfalls dquivalentes System (mit den gleichen Losungen)
ad-x+bd-y =cd
ad-x+ae-y =af

Subtrahiere Gleichung 1 von Gleichung 2, damit x eliminiert; es bleibt eine Gleichung fiir y
alleine.

(2.21) Beispiel. Es stehen eine 5%ige und eine 15%ige Losung eines Stoffes S zur Verfiigung.
Wie viel muss man von jeder nehmen, um 3/ = 3000 ml einer 9%igen Losung zu erhalten?
Setzt man x bzw. y gleich der Menge der 1. bzw. 2. Losung, so erhélt man die erste Gleichung

x +1y = 3000.

Fiir die zweite Gleichung benutzen wir wieder die Grundgleichung der Prozentrechnung. Es
gilt:
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Grundwert = Menge der Mischung = 3000 ml,
Prozentsatz = 9,
Prozentwert = S-Menge in der Mischung

= (S5-Menge in der 1. Losung + S-Menge in der 2. Losung),

d.h. also
3000-9 «x-5 y-15

100 100~ 100
Damit lautet das Gleichungssystem:

< 27000 = 5x + 15y.

xX+y = 3000 51 5x+5y  =15000 11 10y =12000 %;I x+1200 =3000
5x+15y =27000 5x+15y =27000 y =1200 x =1800

Man muss 1,81 der ersten und 1,2 der zweiten Lésung nehmen.

Allgemein lésst sich iiber die Losbarkeit und Losungen von 2.18 folgendes sagen:

(2.22) Definition. Fiir das System

ax+by =c
dx+ey =f

heifst die GrofSe ae — bd die Determinante.

(2.23) Satz. Fiir das gegebene System

ax+by =c
dx+ey =f
gilt:
e Ist ae—bd # 0, so hat das Gleichungssystem eine eindeutige Losung. Explizit gilt z.B.
af—cd
Y= aeba-

e Istae-bd = 0, dann besitzt das Gleichungssystem entweder unendlich viele Losungen
(wennaf —cd = ce-bf = 0) oder keine Losung.
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3 Potenzen, Wurzeln, Betrag

3.1 Potenzen

Grundlegend fiir die Mathematik ist der Potenz-Begriff.

(3.1) Definition. (Potenzen mit ganzzahligen Exponenten)

e Fiira € R, n € N definiert man

an =a-a- -« +a
S —
n Faktoren
Insbesondere al =a,a%=a-a, -
e Fir alle g € R definiert man
a® =1

e Fiir alle a € R, a # 0 definiert man

Insbesondere a1 = l, a?= l,
a a2

(3.2) Definition. Fiir alle reellen a # 0, b # 0 und alle m, n € Z gilt
o g".g" = gtn
o a".p"=(a-b)"
m m
c5-(3)

o (a™)" =g

(3.3) Beispiele.  ® 23.22=-8.4=32=2%=223,
¢ 22.32-4.9=36=6%=(2-3)2
o (3%)°=9°=729=-36-3%,
o (2/3)*=2%/3%=8/27.

(3.4) Bemerkung. Von besonderer Bedeutung sind in unserem Zahlsystem die Potenzen
von 10:

10° = 1;10" = 10;10% = 100; 10° = 1000 etc.
Der Exponent gibt also die Anzahl der Nullen hinter der Eins an. Ahnlich gilt
1071=0,1;1072=0,01;1073 = 0,001 usw;

hier gibt der negative Exponent an, an welcher Stelle hinter dem Komma die Eins auftritt.
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Eine Anwendung dieser Tatsache findet sich in der sogenannten ,wissenschaftlichen Notati-

"

on :

(3.5) Bemerkung. (,,Wissenschaftliche Notation”) In den Naturwissenschaften ist es Usus,
(positive) Zahlen in der Form

a-10°

anzugeben. Dabei ist b eine ganze Zahl und 1 < a < 10. Die Schreibweise ist vor allem fiir
sehr grofle und sehr kleine Zahlen sinnvoll.

(3.6) Beispiele. e In einem Mol einer chemischen Substanz befinden sich etwa 6,02 - 102
Molekiile. (Es wire nicht hilfreich, diese Zahl als 602000000000000000000000 aufzu-
schreiben.)

¢ Eine wéssrige Losung vom pH-Wert c ist (per Definition) dadurch charakterisiert, dass
die molare Konzentration der H3O"-lonen (Oxonium-Ionen) gleich 1O‘C’”T°l ist.

In 0,51 einer wéssrigen Losung vom pH-Wert 8 befinden sich also
0,5-1078-6,02-10% = 3,01-10"

Oxonium-Ionen.

(3.7) Bemerkung. Wie das Beispiel zeigt, ist die Multiplikation von Zahlen in wissenschaft-
licher Notation dank der Potenzgesetze sehr einfach.

3.2 Wurzeln

Mit einer fundamentalen Eigenschaft der reellen Zahlen (Vollstindigkeit) kann man bewei-
sen:

(3.8) Satz. Gegeben sei n € IN, n > 1. Dann existiert zu jedem a € R, a > 0 genau ein reelles
w > 0 mit w" = a.

Man schreibt w = {/a, fiir n=2 auch einfach w = \/a.

(Fiir a = 0 setzt man /0 = 0.)

(3.9) Beispiele. a) J/8=2,denn 2% =8;
b) V/2~1,4142... istkeine rationale Zahl (das kann man beweisen);
c) V/3~1,1699...

Beispiel a) zeigt, dass in manchen Fillen n-te Wurzeln exakt bestimmbar sind. In Beispiel b)
und c) ist man auf Ndherungswerte angewiesen; dafiir sind Rechner eine niitzliche Hilfe.
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(3.10) Satz (Rechenregeln fiir Wurzeln). Fiir alle positiven 4,b € R und alle m,n € IN mit
m>1,n>1gilt:

o Va-b=a-b;
o /afb=/alVb;

Begriindung : Fiir die erste Gleichung gilt: Mit den Rechenregeln fiir Potenzen (siehe Satz
3.12) ist

(va-¥/b)" = (a)"-(¥b)" =a-b,

also ist {/a- /b die eindeutig bestimmte positive Zahl, deren n-te Potenz gleich a-bist. O

(3.11) Bemerkung. (Potenzen mit rationalen Exponenten) Fiir reelles a2 > 0 und natiirliches
n > 1 schreibt man auch

o a'/" fiir V/a
e und allgemeiner a™/" fiir \/a™ (m € Z).

(3.12) Satz. Es gelten (wie bei ganzzahligen Exponenten, aber nur fiir positive Basen) die
Rechenregeln: Fiir alle reellen a > 0, b > 0 und alle m, n € Z gilt

o g".g"h = gtn
o a".p"=(a-b)"
C ()"

° (am)n = gmn

(3.13) Bemerkung. Man muss unterscheiden zwischen n-ten Wurzeln und Losungen der
Gleichung x" = a fiir a € R. Beachte, dass {/a nur fiir a > 0 definiert ist.

(3.14) Satz. * Ist n € IN gerade, so hat die Gleichung x" = 4 mit a ¢ R
- zwei Losungen /a, —-{/a, falls a > 0;
— keine Losung, falls a < 0.
¢ Ist n € N ungerade, so hat die Gleichung x" = a mita € R
- die einzige Losung /4, falls a > 0;
- die einzige Losung —(/-a), falls a < 0.
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3.3 Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen treten in vielen Anwendungsfeldern auf. Sie lassen sich mit Hilfe
von Quadratwurzeln losen.
(3.15) Problemstellung. Gegeben sind p, q € R, gesucht alle Losungen der Gleichung

X +px+q=0.

(3.16) Satz. Essei D* = p? - 4q die Diskriminante der Gleichung. Dann gilt:
¢ Falls D* <0, besitzt die Gleichung keine Losung in R;
o falls D* = 0, besitzt die Gleichung genau eine Losung x1 = -5;

e falls D* > 0, besitzt die Gleichung zwei Losungen

1
X1 = 5 (—P £/ p? _4’1)

(3.17) Bemerkung. Eine Variante der Losungsformel im Fall D* > 0 ist:

2
XLZZ(—E:I: %—q)

(Das Ergebnis bleibt gleich!)

(3.18) Satz. (Quadratische Gleichung in allgemeiner Form)

Gegeben seien 4, b, ¢ € R mit a # 0. Alle Losungen der Gleichung
ax*>+bx+c=0

bestimmen sich wie folgt:

Es sei D = b? - 4ac die Diskriminante der Gleichung. Dann besitzt die Gleichung im Fall
D > 0 genau zwei Losungen

X172 = Zl_a (—bivb2—4ac).

Die Gleichung besitzt keine Losungen, falls b? — 4ac < 0, und genau eine Losung x; =
~b/(2a), falls b? - 4ac = 0.

(3.19) Beispiele. a) Die Gleichung x? + 4x + 2 = 0 hat die Lésungen

X1p=-2+V4-2=-2+2.
b) Die Gleichung x? + 4x + 4 = 0 hat die Losung
X12 = -2+V4-4=-2
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c) Die Gleichung x* + 4x + 8 = 0 hat keine Losung in IR, da
2
D = (—%) -8=4-8=-4<0.

Wir betrachten noch Beispiele fiir quadratische Gleichungen, die bei Anwendungen in der
Biologie auftreten.

(3.20) Beispiel. a) Mendelsche Vererbung: An einem Genlokus gebe es zwei Allele A, B. Ist
die Elterngeneration rein homozygot (also nur Genotypen AA und BB), so ist die relative
Héufigkeit der Heterozygoten in der Filialgeneration gleich g4 = 2-x- (1 - x), wobei x die
relative Haufigkeit der AA-Homozygoten in der Elterngeneration bezeichnet.

Ist etwa g = 0,3 bekannt, so lasst sich riickwaérts x berechnen:

2x(1-x)=0,3<x>-x+0,15=0

mit Losungen x; ~ 0,18, xp ~ 0,82. Nachrechnen zeigt, dass beide Losungen der Gleichung
fiir das Problem relevant sind.

b) Sittigung eines Dimers: Fiir ein Dimer mit zwei identischen, unabhangigen Bindungsstellen
ist die mittlere Zahl der pro Dimer gebundenen Liganden gegeben durch

. 2x +2x?
C(1+x)27
wobei x (in passenden Einheiten) die Konzentration der freien Liganden ist (also ist x positiv).

¢ Fiir welche Konzentration ist » = 1? Zu losen ist

2x +2x2
(1+x)2

=1 < 2x+2x% = (1+x)% =1+ 2x +x?

ox*-1=0<xe{l,-1}.

Da Konzentrationen nicht negativ sind, ergibt sich x = 1.

¢ Fiir welche Konzentration ist r = %? Hier ergibt sich

2(2x+2x2) =3(1+x)?> = x> -2x-3=0
< xe{3,-1}

Wieder ist nur die positive Losung sinnvoll: x = 3.

3.4 Anordnung und Ungleichungen

(3.21) Erinnerung. Zwei reelle Zahlen a, b lassen sich vergleichen: Es gilt genau eine der Aus-
sagen

a<b (“aistkleiner als b”);
a=b ;

b <a (hierfiir sagt man auch, “a ist grofser als b” und schreibt a > b).
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Mit dem Ungleichheitszeichen lassen sich nun auch Intervalle einfithren. Wir benétigen sie
gleich, um Losungsmengen von Ungleichungen zu beschreiben, und spater, um Definitions-
bereiche von Funktionen angeben zu kénnen.

(3.22) Definition. Sind 2 und b reelle Zahlen mit a < b, so nennen wir

[a,b] = {x e R;a< x < b},

(a,b) ={xeR;a<x<b},

[a,b) = {x e R;a<x<b},

(a,b] ={xeR;a<x<b}
beschrinkte Intervalle. [a, b] heif3t abgeschlossenes Intervall und (a, b) offenes Intervall. [a,b) und
(a,b] werden auch als halb offene Intervalle bezeichnet. Man nennt a und b auch Randpunkte
(oder Endpunkte) dieser Intervalle.
Die Mengen

(—o0,a] ={xeR;x<a},

(—o0,a) ={xeR;x<a},

[b,00) ={xeR;x > b},

(b,0) ={xeR;x >},

(—00,0) =R
heifsen unbeschrinkte Intervalle.

Wir haben in Kapitel 1 bereits Rechenregeln fiir Ungleichungen notiert. Diese wenden wir
hier an:

(3.23) Beispiele. a) Bestimme alle x > 0, fiir welche

3x 1

2+x 2

gilt. Man stellt zunéchst fest, dass 3x > 0 und 2+ x > 2 > 0. Wegen 2 + x > 0 ist die Ung]ei-
chung dquivalent zu

1
3x>—-(2+x):1+E
2 2

X
3x-=>1
c>x2>

5
—x>1
< Zx
== x>g
5

(2 )

= xel|l=,00]),

5

wobei einige Regeln aus Satz 1.20 benutzt wurden.

b) Gegeben sind a > 0 und b > 0. Bestimme alle x > 0, fiir die
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gilt. Hier ist ax > 0 und b + x > 0. Mit Aquivalenzumformungen erhalten wir

ax a
_g_
b+x 2
X 1
o <=
b+x 2
1
<=(b
< X 2( +X)
<~ x—1x<?
2772
x b
< —< -
2 2
< x<b
< x€(0,b]

c) Bestimme alle x € R, fiir welche x? > x gilt. Hier ist eine Fallunterscheidung nétig:

Fall1: x> 0. Dann (multipliziere mit %):
X*2xex21

Fall 2:  x = 0. Dafiir ist x2 > x erfiillt.

Fall 3:  x < 0. Dann (multipliziere mit %):
x*2xex<l1

und dies ist fiir alle x < 0 erfiillt.
Zusammenfassend: x? > x gilt genau fiir alle x mit x < 0 oder x > 1,
anders gesagt fiir alle x € (—o0,0] U [1, c0).

3.5 Betrag und Abstand

(3.24) Definition. Fiir 2 € R ist der Betrag (oder Absolutbetrag) von a definiert durch

|a| :=a, falls a>0
la| :=—-a, falls a<0

(3.25) Bemerkung. Den Betrag von a kann man sich als Abstand von a und 0 auf der Zah-
lengeraden vorstellen.
Allgemeiner ist dann |a - b| = |b — a| der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden.

(3.26) Beispiele. a) [2|=2, |-7|=7;
b) [x-2|=x-2,fallsx-220<=x22, |[x-2/=-(x-2)=2-xfallsx-2<0< x<2.
Auch fiir den Betrag gibt es Regeln:
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(3.27) Satz. Fur allea,b ¢ R gilt:
a)la|>0,|a| >a,lal > -a.
b)|a|=0 < a=0.

c) |ab| = |al|b|.

d) |2] = % (b+0).

e) |la| - |bl| < la+b| < |a|+|b] (Dreiecksungleichung).

Auch Gleichungen und Ungleichungen mit Betrdgen sind von Interesse. Bei ihrer Behand-
lung treten in der Regel Fallunterscheidungen auf.

(3.28) Beispiele. a) Bestimme alle x € R mit [x - 1| = 3.

1.Fall: x-120(< x>1).Dann |x - 1| = x — 1 und zu l6sen ist
x-1=3=x=4.

2.Fall: x-1<0(+ x<1).Dann |x-1|=1-x und zu losen ist
l1-x=3<x=-2.

Die Losungsmenge ist also {-2,4}.
b) Bestimme alle x € R mit 2|x| > x + 1.
1. Fall:  x > 0. Dann ist die Ungleichung
2x>x+1ex>1
2. Fall:  x <0. Dann hat man die Ungleichung
“2x>x+1e -3x>1w x<-1.

Die Losungsmenge der Ungleichung ist also

(=t
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4 Natiirliche Zahlen und Kombinatorik

4.1 Induktion und Rekursion

Bei den natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} ist intuitiv klar, dass man ganz IN erhilt, wenn
man bei der Eins startet und dann immer um Eins weiterzihlt. Mathematiker driicken das so
aus:

(4.1) Fakt (Prinzip der vollstindigen Induktion). Es sei M eine Teilmenge von IN mit den
beiden Eigenschaften:

(i) 1e M.
(ii) Ausn e M folgt stets n+1 € M.
Dann ist M = IN.

Diese harmlose Feststellung ist durchaus niitzlich. Eine erste Konsequenz ist die folgende:

(4.2) Satz (Induktion als Beweismethode). Sei A(n) eine mathematische Aussage, die fiir
alle nattirlichen Zahlen n € IN definiert ist. Mochte man diese Aussage fiir alle n € N bewei-
sen, so gentigt es, zu zeigen:

(IA) A(1) ist richtig (Induktionsanfang, Induktionsverankerung).

(IS) Wenn A(n) fiir ein n € IN richtig ist, dann ist auch A(n + 1) richtig.

Hierbei heifst A(n) die Induktionsannahme (Induktionsvoraussetzung) und die Folgerung von
n auf n + 1 heifst Induktionsschluss.

(4.3) Bemerkungen. a) Beim Induktionsschluss muss man nicht zeigen, dass A(n) richtig
ist, sondern man setzt voraus, dass A(n) richtig ist, und zeigt damit, dass auch A(n +1)
richtig ist.

b) Man kann bei dieser so genannten vollstindigen Induktion auch mit 0 oder mit einer ande-
ren natiirlichen Zahl als 1 beginnen.

c) Beweise mit Induktion werden in den Ubungen (fast) nicht behandelt. Sie werden jedoch
im vorliegenden Skript und in der Vorlesung thematisiert, weil sie bei vielen kombinatori-
schen Aussagen dem Verstandnis helfen konnen.

Aus dem Induktionsprinzip folgt auch die Moglichkeit, Folgen , Schritt fiir Schritt “zu defi-
nieren. Zundchst eine Definition.

(4.4) Definition. Eine Folge ist eine Abbildung von INg nach R. Jedem n € INy wird also eine
reelle Zahl a,, zugeordnet.
Bezeichnung: (a,) e, -
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(4.5) Satz. (Rekursionssatz): Gegeben sind
¢ ein ,Anfangswert” y € R,
¢ fiir jedes n € INg eine Abbildung g, : R - RR.

Dann existiert genau eine Folge (a,),enN,, sodass

ag:=Y; Aups1:=8gn(a,) firalle neNp.

Man spricht von einer rekursiv definierten Folge.

Beispiele fiir rekursiv definierte Folgen liefern uns die schon bekannten Potenzen.

(4.6) Beispiel. Seien c,a € R, g,(x) = a-x, n € Ny, und y = c. Dann existiert nach dem Re-
kursionssatz eine Abbildung f : Ny - R mit f(0) = cund f(n+1) = g,(f(n)). Damit ergibt
sich

fO)=¢, f)=g0(f(0)=c-a, fQR)=g1(f(D))=c-a?..., fln+1)=gu(f(n))=c-a".
(4.7) Beispiel. Rekursiv definierte Folgen in der Biologie

¢ Eine Bakterienpopulation verdoppelt sich alle 8 Stunden”. Die zeitliche Entwicklung
der Population ladsst sich mit einer rekursiv definierten Folge beschreiben: Ist ag die
Grofie der Population (in geeigneten Einheiten) zu Beginn der Messung und a, die
Grofde nach 87 Stunden, so hat man

Aps1 = 2ay.

* Fiir lange Zeiten ist das obige Modell nicht realistisch (Stichwort ,Bevolkerungsexplo-
sion”). Durch begrenzte Ressourcen wird das Wachstum gebremst. Eine spezielle Mo-
dellierung dieses Phanomens ist gegeben durch die Rekursion

g 2a,
171 a,/100°

Die folgende rekursive Definition wird in vielen Anwendungen benétigt, unter anderem
auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie.

(4.8) Definition. Die durch
bop:=1, byy:=(m+1)-b,, nelNy
rekursiv definierte Folge (b, ) e, heifst Folge der Fakultaten der Zahlen in INg. Man schreibt

b, =n! (,,n Fakultit”).
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(4.9) Bemerkung. e Esgiltalson!=n-(n-1)! fir alle n € IN.

¢ Anschaulich ist fiir n > 1:
n! = ]_23 e N

das Produkt aller Zahlen von 1 bis 7.

(4.10) Beispiel. Die Folge der Fakultiten wachst sehr schnell.

0 =1

1 =1

21 = 2

3 = 6

4! = 24

5! = 120
6! = 720
7! = 5040

20! = 2432902008176640000 ~ 2.43-10'8

Die Bedeutung der Fakultit ergibt sich aus dem folgenden Satz.

(4.11) Satz. Fiir jedes n € IN gibt n! die Anzahl der moglichen Anordnungen von 7 unter-
scheidbaren Objekten auf n Plédtze an.

Begriindung (mit vollstindiger Induktion) Fir n = 1ist die Aussage klar. Fiir den Induktions-
schritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein 7 richtig ist, und nummerieren die Objekte
durch: x1,x2,..., %4, Xp41-

Dann hat man 7 + 1 Moglichkeiten fiir die Position von x,,,1 (Position 1, Position 2, ...). Steht
Xn+1 an Position Nummer k, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung genau n! Moglichkei-
ten, die restlichen n Objekte auf die verbleibenden n Positionen zu verteilen. Also hat man
insgesamt

nl+nl+-+nl=m+1)-nl=(n+1)!

| —
n+1 Summanden

Moglichkeiten. o
(4.12) Beispiel. Es gibt 6! = 720 Moglichkeiten, 6 Personen auf 6 Stiihle zu setzen (sodass jede
Person auf einem Stuhl Platz hat).

4.2 Binomialkoeffizienten

Fakultaten werden auch bei der Definition und Berechnung von Binomialkoeffizienten beno-
tigt:
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(4.13) Definition. Fiir gegebene k,n € INg; k < n ist der Binomialkoeffizient (Z) (,,n tber k)

definiert durch
(n) ~ n!
k) ki(n-k)!

(4.14) Bemerkung. Es gilt (dank der Kiirzungsregeln fiir Briiche)

(n) :n(n—l)---(n—k+1) (Fiir k > 0)

k 1.2 k
i 1?:'(’1(1k_+k1)) (fiir k < n).

(4.15) Satz. Fiir 0 <k < n gilt

* (©)=()=1

(
(/') =n (fallsn>0)
(
"

)

S0+ = (Y (falls k> 0)

= vv
Il

(i
(x
(

(4.16) Beispiele. a) Fiir n € Ng und m € IN ist

(n) n! n! (m) m!
=——=—=1, = =m
0 0l(n-0)! n! 1 1(m-1)!

!
b) (5) 5! ~1.2.3-4.5 3-4:5

= 10-
2) 21(5-2)! 1.2.1.2.3 2.3

30\ 30!
=10-29-14 =4
) (3) a7 0% 060.

Hier spart die Benutzung der passenden Darstellung viel Arbeit.

Die Anwendungsrelevanz der Binomialkoeffizienten liegt im néchsten Satz begriindet.

(4.17) Satz. Sei M eine Menge mit n Elementen, n € INy. Dann ist fiir jedes k, 0 < k < n, die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M gleich ( Z)

Begriindung (mit Induktion) : Falls M nur ein Element enthilt, ist die Aussage klar: Eine
Menge mit einem Element besitzt eine Teilmenge mit 0 Elementen und eine Teilmenge mit
einem Element. Fiir den Induktionsschritt sei M eine Menge mit 7 + 1 Elementen, n € N, und
sei a ein Element von M. Dann kann man zwei Sorten von k-elementigen Teilmengen von
M unterscheiden: Die einen enthalten a, die anderen nicht. Die Anzahl der k-elementigen
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Teilmengen von M, die a enthalten, ist ( kfl), da man aufler 4 noch k - 1 Elemente von M’ =
{x € M; x # a} auswdhlen kann. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M, die a
nicht enthalten, ist (}), da die Menge M’ genau n Elemente enthilt. Insgesamt gibt es mit

mogliche k-elementige Teilmengen von M. ]

Es gibt andere Arten diesen Sachverhalt auszudriicken:

(4.18) Satz. Fiir n, k ¢ N ist ('IZ) gleich

¢ der Anzahl der Moglichkeiten, k nicht unterscheidbare Objekte auf n ,Késtchen” so
zu verteilen, dass jedes , Kédstchen” hochstens ein Objekt enthalt;

¢ der Anzahl der moglichen k-elementigen Stichproben (ohne Zuriicklegen und ohne
Berticksichtigung der Reihenfolge), die aus einer n-elementigen Menge gezogen wer-
den kénnen.

(4.19) Beispiele. e Mit Hilfe des Satzes ist es moglich, die Anzahl der moglichen Tipps
beim Zahlenlotto (6 aus 49) zu bestimmen, was nichts anderes bedeutet, als die Anzahl
der 6-elementigen Teilmengen einer Menge M mit 49 Elementen zu bestimmen:

! 4847 .46 -45 - 44
(49) _ O _19-48:47-46-4544 _ 13983816(~ 14 Millionen).
6)” 136! 6!

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Ziehung den richtigen Tipp zu haben, ist also 139;%.

¢ Die Anzahl der Moglichkeiten, 6 Personen auf 10 Stiihle zu verteilen (sodass hochstens
eine Person auf jedem Stuhl sitzt), ist gleich

(10) _10-9-8-7 _14.3.7-210.

6) 4-3.2.1

Hierbei werden die Personen nicht unterschieden. Wiirde man zwischen den Personen
unterscheiden, so gibe es fiir jede Auswahl von 6 Stithlen aus 10 nochmal 6! = 720 Mog-
lichkeiten. Die Anzahl der Moglichkeiten, 6 unterscheidbare Personen auf 10 Stiihle zu
verteilen, ist also gleich

210-720 = 151 200.

Eine weitere Anwendung der Binomialkoeffizienten liefern uns die

(4.20) Beispiele. a) Wir betrachten ein Dimer mit zwei identischen Bindungsstellen, an die
ein Ligand X binden kann. Wir nehmen an, dass die Bindung nicht kooperativ ist, dass also
die Besetzung einer Bindungsstelle die Bindung an die zweite nicht beeinflusst. Wie schon in
Kapitel 2.3 bezeichne K die Dissoziationskonstante. Es konnen vier Zustande fiir das Dimer
auftreten:
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Py : beide Bindungsstellen sind unbesetzt,
P; : eine Bindungsstelle ist belegt (dabei ist zu unterscheiden in
Py 4: erste Bindungsstelle besetzt,
P p: zweite Bindungsstelle besetzt),
P>: beide Bindungsstellen sind besetzt.
Nach dem Massenwirkungsgesetz gilt

[Pra] = [Pry] = [Ro) 0
und [X] [X]\2
[P2] = [Pl,a]? = [Po](?) .

Fiir P; ergibt sich
[P1]=2-[P] % (beachte dabei, dass 2 = (i) ist).

Die gesamte Konzentration der Dimere (in Molar) ergibt sich durch Aufsummieren der ein-
zelnen Konzentrationen. Sie ist also gleich

2
[x], [XP [X]
[P()](l‘f‘z?‘i‘? :[PO]‘ 1+? .
Die gesamte Konzentration der gebundenen X-Molekiile betragt
(x],, [XP
Damit ldsst sich in manchen Féllen experimentell bestimmen, ob die Bindung in der Tat nicht
kooperativ ist.

b) Lasst man nun ein Oligomer mit n statt 2 Bindungsstellen zu, erhdlt man mit dhnlichen
Uberlegungen

p=(1)e- B 2= ()i ([—f)z .

und allgemein fur/ e IN,0</ < n,
!
n [X]
Pl = Byl —1 .
- () ()

4.3 Das Summenzeichen und einige Summenformeln

(4.21) Definition. Sind m,n € Z; m < n und reelle Zahlen a,;, ay11, . .., 4, gegeben, so wird
rekursiv definiert:

m n+1 n
Yoagi=ay, und Y ap= ) Ak + Ay
k=m k=m k=m

n
Fiir m > n setzt man aufierdem Y gy :=0.
k=m
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(4.22) Bemerkung. Anschaulich gesprochen, gilt

n
Y G =+ + .

k=m

Die formale Definition liefert das in prédziser Form.

(4.23) Beispiele.

n 4
a) Zk:1+2+...+n, also etwa Zkle.
k=1 =

5 6
b) > 1=1+1+1+1+1+1=>1=6.
k=0 k=1
6 4 7
o) Y.(k+1)=3+4+5+6+7=> (k+3) =) k (,Verschiebung des Summationsindex”)
k=2 k=0 k=3

(4.24) Bemerkung (Rechenregeln fiir Summen). Seien m,n € Z,m < n. Fiir jedes k € Z mit
m < k < n seien reelle Zahlen ay, by gegeben. Dann gilt

o Yin(arxbr) =0 a2, b
e FiurceRgilt: Y} c-ax=c- X[, a

(4.25) Beispiele. o 7 _1(3:25=3.%n7 |2k

10k 1 10(1 k— 1) 10

ZO% - x1-10

Das Summenzeichen hilft z. B. bei der Formulierung der ndchsten Aussage.

(4.26) Satz. Fiira,b € R und n € IN gilt die binomische Formel

(a+b)" = zn: (Z)akb”_k = zn: (Z)a”_kbk.

k=0 k=0

Begriindung : Es gilt zundchst (a+b)" = (a+b)-...-(a+b). Berechnen wir dieses Produkt

n-mal
nun durch , Ausmultiplizieren”, erhalten wir eine Summe von Produkten. Enthalten diese

Produkte k-mal den Faktor b, so (n — k)-mal den Faktor a. Wie oft kommt ein Produkt der
Form a"*pk vor? Dies entspricht dem Problem, die Anzahl der moglichen k-elementigen
Stichproben, die aus einer n-elementigen Menge gezogen werden koénnen, zu bestimmen.
Also kommt das Produkt a"*b* genau (',Z)-mal vor. Das Aufsummieren aller Produkte ergibt
die Behauptung. o
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(4.27) Beispiele.

(a+b)> = a’?+2ab+b?
(a+b)® = a®+3a%b+3ab®+1°
(a+b)* = a*+4ab+6a%b? + 4ab® + b*

(4.28) Beispiel. Wir fithren das Beispiel aus Kapitel 4.2 weiter:
Die Gesamtkonzentration aller Oligomere ist gleich

Schlieflich wollen wir noch eine wichtige Formel festhalten:

(4.29) Satz (Geometrische Summenformel). Fiir g € R, g #+ 1 und n € Ny gilt

n+1

1-¢
1-g °

g =1+q+q+tq =
k=0

Begriindung :

(1+q)(1-q)=1+q-q-¢*=1-q%
(L+g+q)(1-q)=1l+q+q*-q-q"-q° =1-7°;

usw. Ein kompletter Beweis der Aussage

(1+g+...+9")-(1-q)=1-g"" !

geht mit Induktion.
(4.30) Beispiele. J

T REER )

Z\2 1_% 2]

_ 910
Sok= Yok B T
K ko 1-2
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5 Kombinatorik und etwas Wahrscheinlichkeitstheorie

5.1 Kombinatorische Grundprobleme: Urnenmodelle

Wir greifen hier nochmal Fragestellungen auf, die wir schon im Zusammenhang mit Binomi-
alkoeffizienten betrachtet haben. Allerdings fassen wir den Rahmen weiter.

(5.1) Definition (Urnenmodell). In einem Gefdfs (Urne) befinden sich N unterscheidbare
Kugeln, die zufillig gezogen werden. Werden n Stiick daraus gezogen, so spricht man von
einer Stichprobe vom Umfang n.

(5.2) Bemerkung. Frage: Wie viele solche Stichproben gibt es?
Die Antwort hangt von zwei Dingen ab:

¢ Wird die Reihenfolge der Kugeln berticksichtigt (, mit Reihenfolge” bzw. ,,ohne Rei-
henfolge”)?

¢ Werden gezogene Kugeln wieder in die Urne zurtickgelegt oder nicht (, mit Zuriick-
legen” bzw. ,,ohne Zurtiicklegen®)?

(5.3) Satz. Die Anzahl der n-elementigen Stichproben aus einer Urne mit N Kugeln ist wie
folgt:

a) N", falls die Reihenfolge beriicksichtigt wird und die Kugeln zuriickgelegt werden.

b) (N),:= N(N-1)--«(N -n+1), falls die Reihenfolge berticksichtigt wird und die Kugeln
nicht zurtickgelegt werden.

c) (N +: - 1), falls die Reihenfolge nicht beriicksichtigt wird und die Kugeln zuriickgelegt

werden.

d) (IT\Z), falls die Reihenfolge nicht berticksichtigt wird und die Kugeln nicht zurtickgelegt

werden.

(5.4) Beispiele. * Das bekannte Lotto ,,6 aus 49” passt zu Teil d) des Satzes: Es gibt (469)
Moglichkeiten fiir diese Lottoziehungen, wobei die Kugeln nach Ziehung nicht mehr
in die Trommel zurtick kommen und die Reihenfolge der Ziehung nicht berticksichtigt
wird.

¢ Wiirde man zwar gezogene Kugeln draufien lassen, aber die Reihenfolge der Ziehung
mit berticksichtigen (somit waren etwa die Ziehungen 2-7-13-16-44—46 und 7-2-16—
13-44-46 verschieden), so ergdben sich 494 Moglichkeiten.

¢ Legt man gezogene Kugeln wieder zuriick, so hat man 496 Moglichkeiten, wenn die
Reihenfolge z&hlt, und (564) Moglichkeiten, wenn man die Reihenfolge nicht bertick-
sichtigt.
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Der Vorteil des Urnenmodells ist, dass es auch auf andere Situationen anwendbar ist. Vor
allem betrifft dies die Verteilung von Objekten (etwa Murmeln) auf , Kédstchen”.

Der folgende Satz ist eine Umformulierung fiir diese Situation.

(5.5) Satz. Die Anzahl der Moglichkeiten, n Murmeln auf N Késtchen zu verteilen, ist wie
folgt:

a) N", falls die Murmeln unterscheidbar sind und Mehrfachbesetzungen erlaubt sind.

b) (N),:=N(N-1) - (N-n+1), falls die Murmeln unterscheidbar sind, aber Mehrfach-
besetzungen nicht erlaubt sind (wobei N > n).

Q) Y +:ll 4 , falls die Murmeln nicht unterscheidbar sind und Mehrfachbesetzungen er-
laubt sind.

d) I:l] , falls die Murmeln nicht unterscheidbar sind, Mehrfachbesetzungen aber nicht er-

laubt sind (wobei N > n).

(5.6) Beispiel. Die Anzahl aller ,Worte” (Symbolfolgen) der Lange n, die aus einem ,, Alpha-
bet” (Symbolvorrat) der Grofle N gebildet werden konnen, ist gleich N".

Konkret gibt es zum Alphabet {A, C, G, T} genau 4° = 64 mogliche ,Worte” (DNA-Abschnitte)
der Lange 3. Solche Abschnitte dienen zum Codieren von Aminosduren. Da ca. 20 Amino-
sduren codiert werden sollen und 42 = 16 < 20, wiirden Worte der Léange 2 nicht ausreichen.

Die verschiedenen Typen von Urnenmodellen und Interpretationsmoglichkeiten fassen wir
nochmal in einer Tabelle zusammen.

Stichproben
vom Umfang n mit Riicklegen ohne Riicklegen
aus {1,...,N}
in Reihenfolge NG (N)» unterscheidbare
Murmeln
ohne (n+N—1) (N ) ununterscheid-
Reihenfolge ! ! bare Murmeln
Verteil
mit Mehrfach- ohne Mehrfach- V(e);(: ll\J/IILgr(EII:eln
besetzung besetzung auf N Kistchen
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5.2 Wahrscheinlichkeit — Grundlegendes

Es ist nicht einfach zu sagen, ,,was Wahrscheinlichkeit ist”. Wir fangen erst mal damit an,
welche Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten haben sollen.

(5.7) Definition (Endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P)).

* Gegeben ist eine endliche Menge ) = {x,...,x, } (Elementarereignisse);

¢ jedem x; € () wird ein p; > 0 zugeordnet (Wahrscheinlichkeit des Elementarereignis-

ses); dabei % pi=p1+-+pun=1
i=1

¢ die Wahrscheinlichkeit von A c Q) (Ereignis) wird definiert als die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der Elementarereignisse in A.

(5.8) Beispiele. (a) Essei Q) = {S, F} eine zweielementige Menge.
Fiir jedes ¢ mit 0 < g < 1 ist durch
P(S)=q, P(F)=1-4

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf () gegeben.
Interpretationsmoglichkeiten fiir S, F:

* Ausgang eines Miinzwurfes (Wappen/Zahl);
* krank/gesund bei einer Untersuchung;
* Gewinn/Niete bei einer Lotterie.

(b) Nun betrachte
Q=1{(5,5), (S, F), (E,S,), (F,F)}

Mogliche Interpretation: Zweifacher Miinzwurf, S = Wappen. Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse (vergleiche oben):

P((5,9))=9%  P((S,F)=q-(1-q);
P((F,S))=q-(1-q); P((F,F))=(1-9)~
e Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Ausgénge: A = {(S,F), (F,S)}, P(A)=2q-(1-
9)-
e Wahrscheinlichkeit fiir weniger als zweimal Wappen: A = {(S,F), (F,S), (F,F)},
P(A)=2q-(1-q)+(1-9)%

(c) Bei einer Sportwette spielt die Wahrscheinlichkeit fiir Sieg/Unentschieden/Niederlage
(vom Standpunkt der Heimmannschaft) eine Rolle. A priori sind auf der Menge {S, U, N}
alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen gleichberechtigt. Fiir die Paarung Alemannia Aa-
chen (Heimmannschaft) — Bayern Miinchen wiirde man (leider) die Verteilung mit

p(S)=0,8, p(U)=0,1, p(N)=0,1

nicht fiir realistisch ansehen. Vom mathematischen Formalismus her gesehen ist sie je-
doch legitim.
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Wir wollen noch einige Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten festhalten. Dafiir ist es hilf-
reich, Terminologie zu Mengen zu wiederholen:

(5.9) Erinnerung. Es sei X eine Menge, und A, B seien Teilmengen von X. Dann heifsen
e AnB:={xeX; xe Aund x € B} der Durchschnitt von A und B;
e AuB:={xeX; x e Aoder x € B} die Vereinigung von A und B;
e A\B:={xeX; xe Aund x ¢ B} die Differenzmenge von A und B;

insbesondere A€ := X\ A das Komplement von A (in X).

(5.10) Satz (Regeln fiir Wahrscheinlichkeiten). Es sei (), P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum. Dann gilt fiir alle Ereignisse A, B c ():

¢ 0<P(A)<1; P(2)=0,P(Q)=1;

e P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB);
insbesondere P(AuB) = P(A) + P(B), falls AnB = g;

o P(A)=1-P(A°).

Diese Regeln sind oft niitzlich, wenn es um die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten geht.

(5.11) Beispiel. Zweifacher Miinzwurf (5.10) mit A = {(S,F), (F,S), (F,F)} (,weniger als
zwei Mal Wappen”): Hier A° = {(S,S)}, also

P(A)=1-P(A%) =1-4%

5.3 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

Im vorigen Abschnitt wurde nichts dariiber gesagt, wie man Wahrscheinlichkeiten in kon-
kreten Fallen bestimmen (oder schitzen) kann. Das ist allgemein eine schwierige Frage. Wir
stellen hier drei Anséitze vor, die gebrauchlich sind.

(5.12) Definition. Gegeben sei eine Menge () mit N Elementen.

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit auf () ordnet jedem Elementarereignis die Wahrscheinlich-
keit 1/N zu (,,Gleichverteilung”).

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist somit

Anzahl der Elemente von A

P(A) = o
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(5.13) Bemerkung. Die Laplace-Wahrscheinlichkeit ist ein idealisiertes Konstrukt, in dem
»gleichwertige” Elementar-Ereignisse angenommen werden.

(5.14) Beispiele. a) Wurf eines ,fairen” Wiirfels. Elementar-Ereignisse sind die moglichen
Augenzahlen. Mit Laplace ist z. B.
P (Augenzahl = 3) = %

P (Augenzahl ist gerade) = 2 = 1.

b) Verteilung von 6 ununterscheidbaren Murmeln auf 49 Késtchen mit moglicher Mehrfach-
besetzung: Jede mogliche Verteilung ist ein Elementarereignis. Die Wahrscheinlichkeit,
dass bei einer Verteilung kein Kastchen mehrfach besetzt ist, ist nach dem Kasten in Ka-

pitel 5.1 gleich (469)/(5:) ~0,54.
(5.15) Beispiel. Ein Geburtstagsproblem: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass von n <
365 Personen zwei am selben Tag Geburtstag haben?

¢ Vereinfachungen: Der 29. Februar wird ignoriert, also 365 Tage. Es wird weiter ange-
nommen, dass alle Geburtstage gleich wahrscheinlich sind (Laplace anwendbar).

o Ubersetzung: n unterscheidbare Murmeln (Personen) in 365 Kéastchen.

* Nach einschldgigem Satz also Wahrscheinlichkeit

(365)n
365"

W,=1-

¢ Konkret gilt (je mit Rechner) Wy = 0.117, W3 = 0.507 (vielleicht bekannt), W5o = 0.970.
Es bleibt die Frage nach der Angemessenheit der Modellannahmen.

Wir kommen als Néchstes zu einem , experimentellen “Zugang zur Wahrscheinlichkeit:

(5.16) Arbeitsdefinition (Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff).
¢ Ausgangspunkt: Beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholbares Experiment
mit endlich vielen moglichen Ausgangen.

¢ Wiederhole ein Experiment n-mal und berechne die relative Haufigkeit eines Ereig-

nisses A:
Anzahl Ausgénge in A

ha(A) = ”

 Fiir ,grofies” n geht man davon aus, dass /,(A) eine gute Naherung fiir die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A ist.

(5.17) Beispiele. * Bei 10 Miinzwiirfen (S = Wappen, F = Zahl) fdllt 7 Mal Zahl. Der
Schluss, dass P(F) = 0.7, ist nicht sehr zuverldssig.

* Bei 1000 Miinzwiirfen (S = Wappen, F = Zahl) féllt 711 Mal Zahl. Man wiirde dann
P(F) ~ 0.7 vermuten. (Die Theorie unterstiitzt diese Vermutung.)
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¢ Aus einem Teich werden insgesamt 100 Fische gefangen (und anschliefiend wieder zu-
riickgesetzt), von denen 68 von einem Parasiten befallen sind. Gibt es hier grundsétzli-
che Probleme, den frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff zu benutzen?

(5.18) Bemerkung. ¢ Auch hier gehen Idealisierungen ein (beliebige Wiederholbarkeit).

* In der Wahrscheinlichkeitstheorie gibt es Aussagen iiber die Zuverlassigkeit solcher
Schétzungen.

In Situationen, bei denen Laplace unrealistisch und die frequentistische Nédherung unprakti-
kabel ist, kommt die subjektive Wahrscheinlichkeit zum Tragen.

(5.19) Arbeitsdefinition (Subjektive Wahrscheinlichkeit). Die Herangehensweise ist in et-
wa, einen Wetteinsatz fiir eine ,faire” Gewinnchance zu bestimmen. (Im Beispiel
Alemannia - FCB aus Kapitel 5.2 wdre die Grundlage wohl nicht sehr realis-
tisch.) Buchmacher 16sen die Problematik so, dass sie die getdtigten Wetteinsdtze auf
Sieg/Unentschieden/Niederlage als Grundlage fiir die erwarteten Gewinnauszahlungen
(und damit indirekt fiir die Berechnung einer subjektiven Wahrscheinlichkeit) benutzen.

(5.20) Bemerkung. Zur Verbesserung kann man in solche Uberlegungen auch Expertenwis-
sen und Teilinformationen einbeziehen. (Ein Beispiel hierfiir ist die Regenwahrscheinlich-
keit in der Wettervorhersage.)

5.4 Bernoulli-Experimente, Binomialverteilung

In vielen Anwendungen interessiert man sich fiir die Wiederholung von Zufallsexperimenten
(oder parallele Durchfiihrung gleichartiger Zufallsexperimente). Falls ein solches Zufallsex-
periment genau zwei mogliche Ergebnisse hat, nennt man es auch Bernoulli-Experiment.

(5.21) Definition. Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit genau zwei mog-
lichen Ausgidngen S, F, das beliebig oft unter gleichen Bedingungen wiederholbar bzw. in
beliebiger Anzahl parallel durchfiihrbar ist.

(5.22) Fragestellung. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiederholungen genau
k-mal S (,, Erfolg”) eintritt?

(5.23) Bemerkung. Man fiihrt eine sog. Zufallsvariable X ein, welche die Anzahl der Erfol-
ge bei n-facher Wiederholung angibt, und schreibt

P(X =k) bzw. P(X < k) usw.

tiir die Wahrscheinlichkeit, dass genau k Erfolge, bzw. weniger als k Erfolge eintreten, usw.
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(5.24) Satz. Bei n-maliger Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit Wahrscheinlich-
keit p fiir S ist durch

P(x=k) = (7)1 - py*

die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass S genau k-mal eintritt.

(5.25) Bemerkung. Weil sich Wahrscheinlichkeiten disjunkter Ereignisse addieren (Rechen-
regeln), gilt z.B.

k K i\ ‘
P(X<K)= Y P(X=1i)= Z(i)pl(l—p)n_l.
i=0 =0

(5.26) Beispiel. a) Eine ,faire” Miinze werde 6-mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit tritt genau 3-mal Zahl auf? Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt mindestens 3-mal Zahl
auf?

Weil die Miinze fair ist, ist p = % (Kopf und Zahl sind gleich wahrscheinlich). Es tritt also mit

Wahrscheinlichkeit
6\ (1\(1\*F (6)1
WE G ()=
genau k-mal Zahl auf.
Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 3-mal Zahl ist also

(6)l_l 654 5
3/26 64 1-2-3 16

Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens 3-mal Zahl ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten

6\ 1 6\ 1 6\ 1 6\ 1 1 21
(3)§+(4)2_6+(5)2_6+(6)2_6:2_6(20+15+6+1):3_2’

da die Ereignisse, bei denen 3-mal, 4-mal, 5-mal bzw. 6-mal Zahl auftritt, paarweise disjunkt
sind (sich also gegenseitig ausschliefSen).
b) Es sei bekannt, dass 70% der Bdume in einem Wald vom Borkenkéfer befallen sind. Bei
zufélliger Auswahl eines Baumes bezeichne S das Ereignis, einen gesunden Baum zu finden;
alsop=0,3.
Die Wahrscheinlichkeit, bei zufélliger Auswahl von 10 Baumen keinen geschadigten zu fin-
den, ist demnach also

(0,3)1=5,9049-107°,

die Wahrscheinlichkeit genau einen geschddigten Baum zu finden, ist gleich
(110) -(0,3)%-0,7=1,37781-107*.

(Anmerkung: In realen Situationen ist es moglich, dass dieses Modell in die Irre fiihrt. Sind
z.B. die geschdadigten Baume nicht gleichméfSig {iber den Wald verteilt, sondern kommen
nur in einem rdumlich abgegrenzten Gebiet vor, so ist dies keine Situation, auf welche die
Binomialverteilung anwendbar ist, wenn man etwa von Baum zu benachbartem Baum geht.
Grundsitzlich sollten mathematische Modelle nie gedankenlos verwendet werden.)



5 Kombinatorik und etwas Wahrscheinlichkeitstheorie 45

Wir betrachten noch etwas genauer, wie sich Wahrscheinlichkeiten bei der Wiederholung von
Zufallsexperimenten verteilen.

(5.27) Beispiel. Eine ,faire” Miinze (also p = 0.5) wird zehn mal geworfen. Dies ist ein Bernoulli-
Experiment mit

P(X=k) = (1k0)o.5k .0.510-k = 2710, (1k0).

Unter anderem ist

P(X=0) ~ 0.001
P(X=5) ~ 0246
P(X=7) ~ 0.117
P(3<X<7) ~ 0.803
P(X>8) ~ 0011

Beachte: Bei zehnmaliger Wiederholung treten 7 Erfolge immerhin mit einer Wahrscheinlich-
keit von 11.7% auf. Aus 7 Erfolgen sollte man also nicht auf ,p = 0.7” schliefSen.
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6 Folgen: Beispiele und Begriffe

6.1 Grundlegendes

Folgen, Reihen und Grenzwerte sind zum einen fiir die Mathematik wichtig: Sie werden etwa
bei der Untersuchung von Funktionen einer reellen Variablen benétigt. Gewisse Folgen sind
zum anderen auch fiir Anwendungen relevant, weil sie z. B. bei der mathematischen Model-
lierung etwa von Populationen oder Transport- und Abbauprozessen eine Rolle spielen.

(6.1) Definition. ¢ Eine Abbildung 2 : N - R (bzw. Ny — R) heifst eine reelle Folge;
kurz Folge.

* Anstelle von a(n) schreibt man meistens a,; man nennt die a,, auch Folgenglieder.

* Fiir die gesamte Folge schreibt man
(an)521, (an)nen, falls der Definitionsbereich IN ist
bzw. (a,);20, (an)neN, flir Definitionsbereich INj.

e Kurzschreibweise (a;,), falls der Definitionsbereich klar ist.

(6.2) Bemerkung. * Etwas unprézise, aber manchmal hilfreich ist eine Darstellung der
Form (ay, ap, az, ay, ...).

¢ Namen sind flexibel: Statt der Benennung a,, fiir ein Folgenglied kann man auch auch
b,, cm, Uk, ... schreiben.

(6.3) Beispiele. a) n +— %, also a, = % fir n e N.
b) n ~ n?, also a,, = n%, n e N.
c)nw (-1)", somita, = (-1)", neN.
d)yne~ (1+l)n,alsoan = (1+l)n,n e IN.
n n
e) Ng—>R,n—b,=27"

_ m?+m
f)No > R,m ¢ =57

(6.4) Bemerkung. Zur graphischen Darstellung von Folgen:
Man kann Folgen (a,) (einigermaflen) an einem kartesischen Koordinatensystem visuali-
sieren, indem man jedem n € IN (oder INy) den Punkt (#|a,) zuordnet.

4
\J

.
o N
w
= e
&
o+ @
g
®
Ne)

e (7laz)
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Zur optischen Unterstiitzung verbindet man gelegentlich auch aufeinanderfolgende Punk-
te durch Strecken. (Die Verbindungsstrecken haben im Normalfall keine dariiber hinaus

gehende Bedeutung.)

i /\AA /\
T\ I I I g I I I I >
1 v 3 4 5 6 7 8 9

-1+

(6.5) Beispiel. Im folgenden Diagramm sind die Folgen (%)nel[\] und ((-1)"),en flir1 <n <10

dargestellt.
A
1+ ° X X X X X
L]
° ° o

A e IR .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1+ X X X X X

(Bitte beachten, dass auf der vertikalen Achse ein anderer Mafsstab gewdhlt wurde als auf

der horizontalen.)
Folgen lassen sich auch rekursiv definieren; dies wurde schon in Kapitel 4 eingefiihrt. Hier

stellen wir einen Spezialfall nochmal vor:

(6.6) Satz. Essei D c Rund g : D — D eine Abbildung. Fiir jeden , Anfangswert” ag € D

wird dann durch die Rekursionsformel

ans1 = g(an) (n€Np)

eine Folge definiert.

(6.7) Beispiele. a) ap=1, a,,1=3-a, (neNp), mitg:R - R;g(x)=3x;

b) ag =2, an+1:%-an+4 (ne]No),mitg:]Ra]R;g(x)z%-x+4;
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Q) ag=3, ay1=7-2""%mitg:R—R;g(x)=7-27/°
Diese Beispiele sind (Spezialfille von) Folgen, welche in der Modellierung biologischer Sys-
teme relevant sind. Wir kommen im nédchsten Abschnitt darauf zurtick.

6.2 Konvergenz

Bei Folgen (a,) interessiert oft ihr Verhalten fiir ,sehr groie n”. Modelliert eine Folge zum
Beispiel eine Population, so ist das Langzeitverhalten dieser Population von Interesse.

Fiir manche Folgen zeigt sich, dass die Folgenglieder fiir grofie n einer gewissen Zahl ,,immer
ndher kommen”; diese nennt man dann Grenzwert der Folge. Eine formal saubere Definition
ist (ungliicklicherweise) aufwendig. Hier kommt sie:

(6.8) Definition. e Eine Folge (a,),en heifit konvergent gegen einen Grenzwert s € R,
wenn gilt:
Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N = N(¢) € R, sodass

la, —s|<e furalle nelN,n>N.

¢ Bezeichnung im Fall von Konvergenz: lim;_.. a4, = s; kurz auch lima, = s, falls der
Zusammenhang klar ist.

¢ Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

(6.9) Bemerkung. Man kann den Begriff ein wenig am Graphen einer Folge veranschauli-
chen:

S+e4—— - - - - -

S—g4+—— - —- -~

Wenn die Folge (a,) gegen s konvergiert, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N (man muss
also nur ,weit genug nach rechts gehen”), sodass die Punkte (#n|a,) fir alle n > N im
,horizontalen Streifen” liegen, der als die Menge aller (x|y) mits —e < y < s + € definiert ist.
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(6.10) Beispiele a) Wir wollen die Definition des Grenzwertes am Beispiel der Folge (4, ) neN

mit a, = - fur n € N verdeutlichen und zeigen, dass lim i 0 ist.
n—oo
Ist z.B. ¢ = 1/10, dann miissen wir eine Zahl N = N( 10) € R finden, sodass fiir alle n > N
die Ungleichung
|a —s|—‘l—0‘—l<l—s
" n n 10
erfiillt ist. Wegen Satz 1.20 ist
1 1
—<— <= n>10
n 10

und wir kénnen N = N( 11—0) =10 wihlen, denn dann gilt
1 1 1
|- -0]==<— faralle n>N=10.
n n 10

Fiir € = 1/10 haben wir also ein geeignetes N, namlich N = 10, gefunden.
Ganz analog erhélt man fiir e = 1/100

\—— \:1 —fiiralle 7> N =100,

n 100

d.h. in diesem Fall miissen wir N = N (ﬁ) =100 wéhlen.
Natiirlich reicht es nicht aus, diesen Nachweis fiir einige spezielle Werte von ¢ > 0 zu
erbringen, sondern man muss ein solches N fiir alle ¢ > 0 finden. Sei also € > 0 beliebig.
Wie oben gilt

Damit haben wir , 1
|——0|<s fur alle n > —.
n €

Setzt man also N = N(¢) = 1/¢, dann ist die Bedingung fiir die Konvergenz erfiillt und wir
haben gezeigt:

b) Analog zeigt man: Fiir jedes a € R ist (. ),an konvergent mit lim;, o0 7 = 0.

c) Die Folge ((-1)")nen ist divergent. Denn ist Ny € IN, so hat jeder horizontale Streifen, der
alle (-1)" fiir n > Ny enthélt, mindestens die Breite 2 = |1 - (-1)|.
Ware die Folge konvergent, so gidbe es aber zu jedem ¢, auch zu ¢ = %,

Folgenglieder zu n > Ny in einem Streifen der Breite 2 - % =1 liegen. Das widerspricht der

o.a. Feststellung.

ein Nj so, dass alle

d) Jede konstante Folge (c),..r konvergiert gegen c.

Wir werden sehr selten mit direktem Bezug zur Definition arbeiten. Stattdessen stellen wir
im Folgenden einige niitzliche Tatsachen zusammen, die den Umgang mit Grenzwerten er-
leichtern. (Beweisen kann man sie mit Hilfe der Definition.)
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(6.11) Satz. * Falls eine Folge konvergiert, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmt.

* Eine konvergente Folge (a,) ist beschrdnkt; d.h. es gibt reelle Zahlen u und v so, dass
u < a, <o fur alle n.

e Falls (a,)nen konvergent und lim, o a, = s, so ist auch (a,41)nen konvergent und
lim;, o0 @141 = S.

(6.12) Beispiel. Hat eine rekursiv definierte Folge mit Rekursionsvorschrift

den Grenzwert s, so gilt

s=ls+4,
2

also s = 8.
Zur Begriindung benotigt man neben limy, . 4, = limy_.o 4,11 auch noch Grenzwertregeln,
welche jetzt gleich bewiesen werden.

6.3 Regeln fiir Grenzwerte
Grenzwertbestimmung mit direkter Nutzung der Definition ist erstens aufwendig und zwei-
tens oft (auch fiir Mathematikprofessoren) nicht praktikabel.

Zur Umschiffung dieses Problems kommt eine ,Mathematiker-Strategie” zur Anwendung;:
Starte mit (wenigen) bekannten Grenzwerten und benutze dann Siatze und Regeln.

Schon bekannt ist Folgendes:

* Jede konstante Folge ist konvergent;

e Fiir jedes a € R ist (a/n),1 konvergent gegen 0.
Darauf bauen wir nun auf.

Als Erstes zeigen wir ein , Einsperrkriterium”:

(6.13) Satz. Gegeben seien eine konvergente Folge (a,) mit lim,_, a, = 2 sowie eine Folge
(bn).

* Gilta < by, <a, fir alle n, so ist (b, ) konvergent mit lim,,_, by, = a.

* Gilta, < b, <a fir alle n, so ist (b,) konvergent mit lim,,_, b, = a.

(6.14) Bemerkung. Die Bedingungen lassen sich noch etwas abschwiéchen: Es reicht die
Existenz eines M € IN so, dass a < b, < a,, fur allen > M, bzw. a,, < b, < a fiir alle n > M.

Eine Anwendung des Einsperrkriteriums liefert nun:
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(6.15) Satz. e Fir alle k € Q mit k > 1 konvergiert ( %) mit Grenzwert 0.

e Fiir alle 4 ¢ R mit |g| < 1 konvergiert (") mit Grenzwert 0.

Begriindung : Erste Aussage: Es gilt 0 < 1/nf < 1/n fiir alle n. Nun benutze das Einsperrkrite-
rium. Die zweite Aussage beweist man dhnlich, mit g = 1 + r und mit Hilfe der Abschdtzung
Q+r)tzn-r. i

(6.16) Bemerkung. Die Folge (4") ist fiir |[g| > 1 unbeschrénkt, also divergent. Fiir g = 1 ist
sie konstant, also konvergent gegen 1. Fiir g = -1 ist sie beschrankt, aber divergent.

(6.17) Satz. Gegeben sind zwei konvergente Folgen (a),en, (0n)nen mit Grenzwert a bzw.
b sowie a € R. Dann gilt:

e (a,+a) konvergiert mit lim (x +a,) =a +a;
n—oo

(way, ) konvergiert mit lim (aa,) = aa;
n—oo

(an £b,) konvergiert mit lim (a, +b,) =a+b;
n—oo

(an - by) konvergiert mit lim (a, -b,) =a-b.
n—o0

Ist auflerdem b,, # O fiir alle n € N und b # 0, dann gilt:

a g o oqs @ a
(—") konvergiert mit lim — = —
by n—oob, b

Die Benutzung bekannter Grenzwerte und Anwendung der Grenzwertregeln erlauben die
Berechnung weiterer Grenzwerte.

- . 1 .1
(6.18) Beispiele. . 7}13)10(5+ ﬁ) = 5+nh_{(r>1<> i 5+0=5.

. lim%:3-limi=3-0=0.

n—oco 1 n—>00 ]12

2n+5 2+% 2
n= 337 T 3+7 Py
(Warnung: Die Umformung zu Beginn ist notig, da (21 +5) 51 und (37 +7),,51 divergent

sind.)

° g . Damit erhilt man lim a,, =
n—-o0

- 2"+5  (2/3)"+5-1/3"
"Tane7 T 147-1/37

konvergiert gegen 0.
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Divergente Folgen konnen unterschiedliches Verhalten aufweisen, wie man an Beispielen
sieht. Divergente Folgen, deren Glieder , gegen Unendlich”laufen, haben spezielle Namen:

(6.19) Definition. Es sei (4, ),n eine Folge.

* Die Folge heifst bestimmt divergent gegen oo (,,Unendlich”), in Zeichen lim; ., a4, =
oo, wenn es zu jedem M > 0 ein N ¢ R gibt derart, dass a, > M fiir alle n > N.

¢ Die Folge heifst bestimmt divergent gegen —oco (,minus Unendlich”), in Zeichen
lim;,_,oc 4, = —00, wenn es zu jedem M > 0 ein N € R gibt derart, dass 4, < -M fiir
allen > N.

Beachte, dass bestimmt divergente Folgen unbeschrinkt, also in der Tat divergent sind.

(6.20) Beispiele. e Firalle k € Q, k > 0 divergiert (1n*),n, bestimmt gegen co.
. (%)MGN divergiert bestimmt gegen —oo.
* ((-1)")nen ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.

* Ist g >1, so divergiert die geometrische Folge (4"),cn, bestimmt gegen oo. Ist g < -1, so
ist (") neN, divergent und unbeschréankt, aber nicht bestimmt divergent.

(6.21) Bemerkung. Fiir eine Folge (a,) mit lauter positiven Folgengliedern (a,, > 0 fiir alle
n) folgt aus den Definitionen:

(a,) ist Nullfolge < (1/a,) divergiert bestimmt gegen oo.

6.4 Das Monotoniekriterium

Die bisher vorgestellten Regeln und Kriterien fiir Grenzwerte funktionieren nur, wenn man
gewisse Grenzwerte von vornherein kennt. Das ist aber oft nicht der Fall. Deshalb sind wei-
tergehende Kriterien wichtig. Eines von diesen wollen wir nun ansehen.

Vorab benétigen wir einige Begriffe.

(6.22) Definition. ® (Zur Erinnerung:) Eine Folge (4, )N heifst beschrankt, wenn zwei
Zahlen 1,v € R existieren mit u < a, < v fir alle n € IN.

e Eine Folge (a,)nan heifit monoton wachsend, wenn a,, < a,,,1 fiir alle n € IN ist, und

¢ monoton fallend, wenn a,, > a,,1 fiir alle n € IN ist.

¢ Eine monoton wachsende oder monoton fallende Folge heifst kurz monoton.

Eine grundlegende Eigenschaft von R ist im ndchsten Satz festgehalten.
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(6.23) Satz (Monotoniekriterium). Jede monotone und beschriankte Folge ist konvergent.

Damit lasst sich (unter anderem) eine mathematische Frage kldren.

(6.24) Definition. Gegeben seien ganze Zahlen dj mit 0 < dy <9 fiir alle k € IN.
Unter dem unendlichen Dezimalbruch

0,didods ... =Y d107F
k=1

versteht man den Grenzwert der Folge (c;, ) en mit

n
e d 107 (,n-te Partialsumme”).
k=1

(6.25) Beispiele. e (0,142 = % = %

* Der periodische Dezimalbruch 0,3434 ... stellt die Zahl % dar. (Das zeigt man mit der
geometrischen Summenformel.)

* Die sog. Kreiszahl 1t = 3,1415926. .. besitzt eine Dezimalbruchentwicklung, die nicht
periodisch ist (und nicht abbricht).

Damit diese Definition legal ist, muss man noch die Existenz das Grenzwertes zeigen.

(6.26) Satz. Gegeben seien dy und c, wie oben. Dann ist die Folge (¢, )nan konvergent.

Begriindung (mit Monotoniekriterium) :

Da
n+1 n
Cn+l1 —Cn = Z dkloik - Z dkloik = dn+1107(n+1) > O,
k=1 k=1

ist ¢,41 > ¢y fuir alle 1, also ist (¢,;) monoton wachsend.
Weiter ist (mit der geometrischen Summenformel aus 4.29)

n n n-1 1- 1\n 1
cn:delo"‘<29-10‘k:2-210-’: 0 (12) <2 .
k=1 k=1 10 /3 10 1-4 "10 1-1

. L — =1

fur alle n, also ist (¢, ) beschrdnkt. ]
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7 Anwendungen von Folgen; unendliche Reihen

7.1 Folgen in der biologischen Modellierung

Folgen sind immer dann zur Beschreibung eines Systems geeignet, wenn dieses System durch
eine einzige Mafszahl beschrieben und in festen (,, diskreten”) Zeitabstdnden betrachtet wird
(oder sich in festen Zeitabschnitten entwickelt). Es kann sich hierbei um Populationsgrofien
von Tieren oder Pflanzen mit festen Reproduktionszyklen handeln (typischerweise ist der
Zeitabschnitt dann ein Jahr) oder um die Konzentration einer Chemikalie in einem Gewds-
ser, die in festen Zeitabstanden (z. B. taglich zu einer festen Uhrzeit) gemessen wird.

In jedem Fall kann man dann die Mafizahlen zu den verschiedenen Zeitpunkten als Folge

(an)f’lENg = (QOI ﬂl,ﬂz, a3/ .. ')

darstellen. Modellierung im eigentlichen Sinn beginnt da, wo man Wissen oder Annahmen
tiber ein System benutzt, um einen mathematischen Zusammenhang zwischen a, und a,.1
herzustellen (also die Entwicklung der Mafizahlen zu beschreiben).

(7.1) Beispiel. Geometrisches oder exponentielles Wachstum (Malthus-Modell).

¢ Fiir Populationen (mit diskreter Generationen-Abfolge) geht das Malthus-Modell von
der Beobachtung (oder Annahme) aus, dass Geburts- und Sterberaten proportional
zum Bestand sind. Genauer:
Die Population habe den Anfangsbestand ap = 2 und verdndere sich mit einem konstan-
ten Geburten- und Sterbesatz von % bzw. ﬁ mit g,s > 0, d. h. pro Zeiteinheit kommen
g% des vorher gegebenen Bestandes hinzu und s% sterben. Hierbei ist offenbar s < 100.
Setzen wir zur Abkiirzung p = ¢ —s, dann ist p > -100 und es entwickelt sich die Popu-
lation wie folgt:

ap=4a, ay= a0+a0% _aoli()o = ao(l + 1—50), ap = a1(1+ L),

Wir erhalten die Rekursionformel

Mitg=1+ % konnen wir diese auch in der Form
ag=a, ap=a,-1-q (nelN) oder ap=a-q" (n € Np)
schreiben, wobei 4, q > 0 gilt. a, ist also die Grofie der Population nach n Zeiteinheiten.
¢ Zellteilung (Vermehrung von Bakterien): Das MALTHUS-Modell ist gut geeignet fiir
die Anfangsphase der Entwicklung einer Bakterienkultur. Bei hinreichendem Vorrat

an Nahrstoffen teilt sich jede Zelle in einer gewissen (festen) Zeiteinheit in zwei Zellen.
Beziiglich dieser Zeiteinheit hat man also die Folge (mit Anfangsbestand ag = a)

(a,2a,2%a,...) = (2" @) neNy;
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dies entspricht geometrischem Wachstum mit q = 2. (Gegebenenfalls ist ganz zu Anfang
noch eine sog. ,Lag-Phase” zu beriicksichtigen, in welcher sich die Bakterien in die
Umgebung eingewthnen. MALTHUS liefert eine gute Beschreibung ab Ende dieser Lag-
Phase.)

Folgen der Gestalt (7" - a),en, mit a > 0 und 0 < g < 1 modellieren viele Zerfalls- und
Abbauprozesse, so etwa radioaktiven Zerfall oder Ausscheidung eines Medikaments
durch die Niere, wenn Beobachtungen in festen Zeitabstinden vorgenommen werden.

Dass man die Parameter g und a hier nicht durch , konkrete Zahlen” ersetzt, ist Absicht.
Denn diese Parameter kann man (unter der Annahme, dass geometrisches Wachstum
vorliegt) aus Beobachtungen finden.
Weifs man etwa, dass eine Population nach 5 Jahren 1000 und nach 7 Jahren 1100 Indi-
viduen enthilt, so liefert der Ansatz

ap=0a-q
mit den Daten
a-q° = as = 1000;
a-q’ =az =1100,
dass ;
1,1:1100:a 9 _
1000 a-g¢°

also (Rechner) g ~ 1,049 und dann (mit der Gleichung fiir as)
1000 = a-1,049° ~a-1,27,

also
a~787.

(7.2) Definition. Gegeben sei g > 0. Man sagt, eine rekursiv definierte Folge (a,) mit

ap>0und a,.1 =q-an

brauchlich.

beschreibt geometrisches Wachstum. Auch der Ausdruck exponentielles Wachstum ist ge-

(7.3) Satz. ¢ Esgilta, =q"-a fiir alle n.

* Fiir 0 < g <1 konvergiert (a,) gegen 0, fiir g > 1 ist die Folge bestimmt divergent.

Fiir das Malthus-Modell der Bevolkerungsentwicklung zeigt dieser Satz: Fiir g < 1 stirbt die

Population aus, fiir ¢ > 1 ,explodiert”sie. Beides ist problematisch.

Man kann in diese Wachstumsmodelle auch noch Transport einbauen:
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(7.4) Fakt. Die Entwicklung eines Systems mit geometrischem Wachstum, dem auflerdem -
in den gleichen festen Zeitabstanden - ein konstanter Bestand hinzugefiigt oder entnommen
wird, wird beschrieben durch eine rekursive Folge der Gestalt

ap=4a, ap1=4q-a,+b (neNp).

Hierbei gilt 2 > 0 (Anfangsbestand), g > 0 (Wachstumsrate) und b € R (positiv bei Hinzuf{i-
gen, negativ bei Entnahme).

Auch hier ldsst sich eine geschlossene Darstellung finden:

(7.5) Satz. e Fir die Glieder dieser rekursiven Folge mit g # 1 hat man die Darstellung

By = 1—2 + (a—L)q”.
b

¢ Fiir 0 < g <1 konvergiert die Folge gegen T/ fur g > 1 ist sie bestimmt divergent.

(7.6) Bemerkung. Wenn g > 1 und b < 0 mit a < |b/(q - 1)|, divergiert die Folge gegen —oo.
Negative Bestdnde sind im Modell aber nicht sinnvoll.

Interpretation: Der Bestand stirbt in endlicher Zeit aus.

Wir schauen uns zwei einfache Anwendungsbeispiele an:

(7.7) Beispiel. In einem (einfachen) Modell fiir die Menge einer Chemikalie in einem Teich
wird (durch Ausspiilen) diese Menge an jedem Tag mit dem Faktor g (0 < g < 1) reduziert,
jedoch wird - etwa durch Abwiésser - zu Beginn jedes Tages die Menge b > 0 zugefiigt. Wenn
die Gesamtmenge langfristig den Wert 3b nicht erreichen darf, wie grofs darf g hochstens
sein?

Die Frage betrifft den Grenzwert der Folge; die Bedingung ist

Beachte: Uber das Verhalten im gesamten Zeitraum, insbesondere zur Frage kurzfristigen
Uberschreitens des kritischen Werts 3b wird hier nichts gesagt. Dazu muss auch die Menge
a zu Beginn bekannt sein. Ist aber z.B. a = 0, so ldsst sich zeigen, dass die Folge monoton
wachsend ist, also wird der kritische Wert nie erreicht.

(7.8) Beispiel. Fischerei in einem Teich: Eine Fischpopulation in einem Teich wird ohne Be-
fischen durch Malthus mit g > 1 beschrieben. Wie ist bei Anfangsbestand a9 = 4 > 0 und
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einmaligem Abfischen der jahrliche Fang b (b < 0) zu wéhlen, damit die Population nicht
ausstirbt und nicht , explodiert”?

Man hat aus dem Satz

Fiir a - % # 0 ist die Folge wegen q > 1 bestimmt divergent, also notwendigerweise

a—l—Z:OQb:w(l—q).

Interpretation: Das Modell liefert einen Vorschlag (auf Grund einer Prognose) fiir den jahrli-
chen Fang.

Die Malthus-Modelle (mit oder ohne Zu-/Abtransport) sind natiirlich reichlich simpel und
in ihren Annahmen auch nicht sehr realistisch. Es gibt viele Ansdtze zur Verbesserung dieser
Modelle fiir reale Populationen. Die im folgenden Beispiel geschilderten werden von Biolo-
gen auch wirklich genutzt. Gemeinsam ist ihnen eine , Bremse” fiir die Vermehrung, wenn
die Populationen zu grofs werden.

(7.9) Beispiele (fiir realistische Populationsmodelle).
¢ Beverton-Holt:

q-an

b BT,
“Un

(dabei sind 4,4, K > 0).
Ist K-a, ,klein”, so gilt a,.1 ~ q-a,, denn 1+ K-a, ~ 1.
Fiir ,,grofSes” a,, ist a,,1 » %, dal+K-a,~K-a,.

e Ricker:

A0 =0, Qa1 =q-ay-e "

(wobeia,q, K> 0;e~ 2,72 ist die Eulersche Zahl).
Ist hier a,, ,klein”, so e X »~ €0 = 1; fiir ,grofies” a, lasst sich a,.1 ~ 0 zeigen.

Fiir das Beverton-Holt-Modell kann man das Langzeitverhalten generell bestimmen:

(7.10) Satz. Jede durch das Beverton-Holt-Modell definierte Folge konvergiert. Im Fall g < 1
ist der Grenzwert gleich 0, im Fall g > 1 ist der Grenzwert gleich (g -1)/K.

Fiir das Ricker-Modell ldsst sich keine allgemeine Aussage treffen, je nach Lage der Parameter
kann hier auch ,,chaotisches”Verhalten auftreten.
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7.2 Folgen fiir mathematische Zwecke

In diesem Teilabschnitt soll kurz angesprochen werden, in welcher Weise Folgen in der Ma-
thematik selbst Verwendung finden. Von praktischer Wichtigkeit ist (auch in Anwendungen)
das ndherungsweise Losen von Gleichungen, die nicht ,exakt” 1osbar sind. Ein Fallbeispiel
hierzu:

(7.11) Satz. Gegeben sei g > 0. Dann ist die rekursiv definierte Folge (a,)nen, mit

1
ap=4q, Oaup+1= E(an + ai)
n

konvergent und ihr Grenzwert ist gleich /7.

Begriindung (Skizze) : Konvergenz zeigt man mit (etwas Miithe und) dem Monotoniekriteri-
um. Fiir den Grenzwert s gilt s > 0 und (wie im letzten Beispiel zu Kapitel 6. 2)

. 1 1 1
5= Nm ap = lim E(”’”%) = o (Him an+ 1ir:1] )" E(Hg)

n—-oo

oder nach Umformen

Wegen s > 0 also s = /7. O

Wir werden solche sog. Iterationsverfahren zum Losen von Gleichungen spater nochmal dis-
kutieren.

Eine andere Anwendung von Folgen ist es, gewisse reelle Zahlen tiber sie zu definieren. Die
Frage, was die Eulersche Zahl e (~ 2,72) nun eigentlich genau ist, wird in der Mathematik
wie folgt beantwortet:

(7.12) Satz. Die Folge (b;),en mit

1
bn:(1+;)", nelN

ist konvergent.

(7.13) Definition. Der Grenzwert dieser Folge heifst die Eulersche Zahl ¢; also

1
= lim (1+=)".
e = lim ( +n)

n—oo
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7.3 Unendliche Reihen

Salopp schreibt man unendliche Reihen in der Form Y37 ax (oder Y} 12, ax). Gemeint sind da-
mit aber Folgen gewisser Bauart (und ihre Grenzwerte).

(7.14) Definition. Gegeben sei eine Folge (a)ken, -
* Zu (ar) heiflt s, = Xp_ax = ap + a1 + ... + a, die n—te Partialsumme.

* Die Folge (s1)nen, nennt man die zu (a;) gehorende unendliche Reihe. Schreibweise:
(Sn)ne]NO = z]r(l:() k.

* Die Reihe Y12, a; heifst konvergent, wenn die Folge (s;,) der Partialsummen konver-
giert. Den Grenzwert bezeichnet man dann ebenfalls mit dem Symbol Y 72, a.

(7.15) Bemerkung. * Das Symbol } ;7 4 hat also zwei verschiedene Bedeutungen. Die
passende Bedeutung erschliefit sich (hoffentlich) aus dem Kontext.

* Man betrachtet auch Reihen Y /2, a; (Summation ab 1), usw.

(7.16) Beispiele. e Unendliche Dezimalbriiche ¥'2°, d;107% (wobei d; ¢ {0,...,9}) sind
unendliche Reihen.

e > 37 ist eine konvergente unendliche Reihe mit Grenzwert % Begriindung kommt
in 7.20.

o Y 2" ist eine (bestimmt) divergente unendliche Reihe.

Auch fiir unendliche Reihen hat man einige Regeln. Sie folgen aus Rechenregeln fiir Summen
und Grenzwertsitzen:

(7.17) Satz. Esseien Y 7, ax, X2 bx konvergente Reihen, und ¢ € R. Dann gilt:
* Ylo(ak=bi) = 2o ax + 2o b

® Y€k =Cr Yo Ak

Wir kommen schlieSlich zu Potenzreihen, welche in spezieller Weise von einem reellen Para-
meter abhdngen.

(7.18) Definition. Gegeben seien a,, € R, n € Ny. Die von x € R abhéngige Reihe

o0
> anx”
n=0

nennt man eine (reelle) Potenzreihe.
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(7.19) Bemerkung. Bei Potenzreihen hingt im Allgemeinen sowohl das Konvergenzverhal-
ten wie auch der Grenzwert (falls existent) von x ab. Potenzreihen konnen also Funktionen
darstellen oder definieren.

Zwei Potenzreihen sind von spezieller Bedeutung fiir Anwendungen. Die erste ist wie folgt.

(7.20) Satz. Seic € R. Dann konvergiert die geometrische Reihe
Yex"=co Y x"
n=0 n=0

fiir x| < 1 gegen ¢~ 1.

Begriindung : Es reicht, die Aussage fiir c = 1 zu zeigen. Mit der geometrischen Summenfor-
mel ergibt sich die m—te Partialsumme zu

) i e 1= xm+1
Tl=0 1 - X
Fiir x| < 1 gilt lim x™*! = 0; jetzt benutze Grenzwertregeln. ]

Die zweite wichtige Potenzreihe ist die Exponentialreihe:

(7.21) Definition. Die Potenzreihe
Z x_ xeR,
—n!

wird Exponentialreihe genannt.

(7.22) Satz.  * Die Exponentialreihe konvergiert fiir alle x € RR.
¢ Fiir alle x € Q gilt

o0
x
2=

mit der Eulerschen Zahl e.

=" _ -1

(7.23) Bemerkung. Speziell giltz.B. /2, -7 =eund ¥ ;20— =¢ .

nOn'

(7.24) Beispiel (Kumulative Effekte). a) In einem Behélter befinden sich (in vitro) Mikroben
und eine toxische Substanz. Die Substanz wird abgebaut: Ist ¢, die Konzentration nach Ab-
lauf von Stunde 7, so hat man

cn=¢0-27", neNy (Halbierung jede Stunde).
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Im Modell ist die Wirkung (die Anzahl der abgetoteten Mikroben) bei konstanter Konzentra-
tion proportional zum Produkt von Konzentration und Wirkungsdauer (kumulativer Effekt).
Nach Ablauf von m Stunden ist die Wirkung also proportional zu

mz—:l mz—:l Y 1-2"m
Cn=0Cp- 277 =¢- —
n=0 n=0 1-2-1

= 260(1 _27m) —> 2C() (m g OO)

Warnung: Wir haben hier einen kontinuierlichen Abbauprozess zeitlich diskret modelliert,
was nicht ganz korrekt ist.

b) Eine kumulative Wirkung tritt auch bei der Schadigung von Gewebe durch eine radioakti-
ve Substanz auf. Diese zerfallt exponentiell. Fiir die Konzentration ¢, der Substanz im Korper
(nach n Zeitschritten) gilt

cp=co-r" (dabeiO < r < 1 Konstante)

und die Langzeitwirkung ist proportional zu

00 n co
CO’ZT’ —E.
n=0
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8 Funktionen: Begriffe und spezielle Klassen

8.1 Grundlegende Definitionen und Sprechweisen

Bereits aus Kapitel 1. 2 sind uns Abbildungen bekannt. Sind Definitionsbereich und Ziel einer
Abbildung Teilmengen der Menge IR, sprechen wir auch von einer Funktion.

(8.1) Definition. ¢ Eine Abbildung f : D - B mit D ¢ R und B c R nennt man eine
reelle oder reellwertige Funktion einer reellen Veranderlichen.

* f(x) heifst Funktionswert von f an der Stelle x.

* D heifdt der Definitionsbereich von f, B der Zielbereich von f und

W=f(D)={yeR;y=f(x)flireinxe D} cB

heifit Wertebereich von f.

Wie schon aus der Schule bekannt, benutzt man auch (wo moglich) graphische Darstellun-
gen, um einen Eindruck vom Verhalten einer Funktion zu gewinnen.
Wir setzen R? = {(a|b); a,be R} und visualisieren dies als (Zeichen-) Ebene.

(8.2) Definition. Ist f: D - R, x ~ f(x), eine Funktion, dann heifst die Menge

Gy = {(x|f(x));x e D} c R?

der Graph von f.

(8.3) Beispiele. e f:R->R,x~2x+1,d h. f(x)=2x+1fiir x € R, ist eine Funktion.
* Durchg: RN {0} > R, x % wird eine Funktion gegeben.

e 1: R > R mit

"4:1 firx =1,
X =
2 furx=1,

ist eine Funktion. Man nennt / auch eine stiickweise definierte Funktion mit Zusammen-
setzstelle x = 1.

(8.4) Beispiel. Eine Skizze des Graphen der Funktion g von oben sieht wie folgt aus:



8 Funktionen: Begriffe und spezielle Klassen 63

L

Y
R

(Nattirlich wird hier nur ein Teil des Graphen abgebildet.)

(8.5) Bemerkung. * Genau genommen muss man zwischen der Funktionsvorschrift f
und f(x), dem Funktionswert von f an der Stelle x, unterscheiden. Haufig spricht man
jedoch etwas ungenau von der “Funktion f(x)”. Auch wir werden dies tun.

¢ Eine Funktion ist erst dann bestimmt, wenn neben der Funktionsvorschrift auch der
Definitionsbereich D angegeben wird.

Grundsétzlich ist der Definitionsbereich einer Funktion eine beliebige Teilmenge von RR. Fiir
unsere Zwecke interessant sind aber nur spezielle Definitionsbereiche:

Von friither sind Intervalle wie [a,b], (a,b), [a,00) usw. bekannt. Ein Intervall heit nicht-
ausgeartet, wenn es mehr als einen Punkt enthélt. (Die einzigen ausgearteten Intervalle sind
von der Gestalt [a,a].)

(8.6) Vereinbarung. Von jetzt an (also in den Modulen 8-14) betrachten wir nur Funktionen,
deren Definitionsbereich die Gestalt

D=hLu-ul, (meN)

hat, wobei I, .. ., I, paarweise disjunkte, nichtausgeartete Intervalle sind. (Dies wird nicht
immer explizit erwdhnt!)

Wir wollen noch einige Begriffsbildungen einfiihren.
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(8.7) Definition. Es seien D, U Teilmengen von Rund f : D - R, g:U — R Funktionen.
Falls die Wertemenge f (D) Teilmenge von U ist, wird durch

gof:D->R, xm(gof)(x):=8(f(x))

eine Funktion definiert, welche Komposition (oder Hintereinanderausfiihrung) von f und g
genannt wird.

(8.8) Beispiele.
e Fir f:R—>R, f(x)=-x>undg:R—-R, g(x)=e*wird
(g0 f)(x) = g(f(x)) = /) =
e Fir f:R—R, f(x)=x>undg:[0,00) >R, g(x)=+/xist
(8o f)(x)=Vx2=|x, xeR.
e Firp:[0,00) >R, p(x)=y/xundg:R—-R, g(x)=x?ist
(qop)(x)=x; x¢€[0,00).

Die Umkehrfunktion einer Funktion hebt, informell gesagt, ihre Wirkung auf. Genauer gilt:

(8.9) Definition. Gegeben sei D ¢ R und f : D - R mit Wertebereich W = f(D). Eine
Funktion g : W — D heifst Umkehrfunktion von f, wenn

(gof)(x)=x, firalle xeD

und
(fog)(y)=y, furalle yeW.
Man schreibt auch g = f~!. Es gilt also fiir x € D, y € W:

y=f(x) = x=f().

(8.10) Beispiele. e Zu f:[0,00) - [0,00), f(x) = x%ist g : [0,00) — [0, 00),g(x) = /x die
Umkehrfunktion.

e Die Funktion / : R —» R, h(x) = x? besitzt keine Umkehrfunktion. (Welchen Wert sollte
diese bei 1 annehmen, wenn es sie gibe?)

e Esseienag,b e Rmita #0.Zu f : R > R, f(x) =ax+bist g: R - R, g(x) = %x—%
Umkehrfunktion.

Herleitung der Aussage im letzten Beispiel:

y=f(x) < y=ax+b
< y-b=ax
o 1y b_y
< x=g(y).
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8.2 Fragestellungen; weitere Begriffe

In Anwendungskontexten sind Funktionen (etwa in der Beschreibung biologisch relevanter
Grofien) oft ein Mittel zum Zweck. Wir geben einige typische Fragestellungen an, die dabei
auftreten.

(8.11) Fragestellung. * Besitzt f ein Maximum? Besitzt f ein Minimum? Wenn ja, wie
bestimmt man diese?
¢ Wie dndern sich die Funktionswerte f(x) mit wachsendem x (Stichwort Monotonie)?
* Was lasst sich tiber den Wertebereich von f sagen? Insbesondere: Ist f beschrankt?

Anmerkung: Die Definitionen einiger Begriffe werden nachgeliefert.

(8.12) Bemerkung. Andererseits konnen Eigenschaften von Funktionen herangezogen wer-
den, um Probleme zu l6sen, wie etwa die folgenden:

Losen von Gleichungen: Fiir gegebenes c € R finde alle x € D mit f(x) =c.

Losungsmengen von Ungleichungen: Fiir gegebenes ¢ € R finde alle x € D mit f(x) > ¢
(bzw. f(x) > cbzw. f(x) < cbzw. f(x) <c).

(8.13) Beispiele. e Bestimme alle Losungen der Gleichung x*> - x -1 = 0.
Anders ausgedriickt: Bestimme alle Nullstellen der Funktion ¢ : R - R, g(x) = x> -
x — 1. (Hier kann die , pg-Formel” angewendet werden.)

* Bestimme alle Losungen der Ungleichung x* - x — 1 < 0.
Die Losungsmenge ist das abgeschlossene Intervall mit den Nullstellen von ¢ als Rand-
punkten. Begriindung entweder durch Rechnen mit Ungleichungen (unangenehm),
oder mit Eigenschaften der Funktion g. Details dazu spéter.

* Bestimme alle Losungen der Gleichung x” + 2x - 2 = 0; anders gesagt, alle Nullstellen
der Funktionh: R - R, h(x)=x" +2x-2:
Es existiert keine Losungsformel, aber Eigenschaften der Funktion & werden das Pro-
blem erledigen. Details dazu spater.

Die folgende Definition hat mit dem Wertebereich zu tun.

(8.14) Definition. Die Funktion f : D — R heifst nach oben beschrinkt, falls es ein M; € R gibt,
sodass f(x) < M; fiir alle x € D, und nach unten beschrinkt, falls es ein M, € R gibt, sodass
f(x) > M, fur alle x € D. Ist f sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt, so nennt
man f beschrinkt.

(8.15) Beispiele. * Die Funktion f : R - R, f(x) = 1/(e* +2) ist durch % nach oben und
durch 0 nach unten beschrankt, also beschrankt. (Benutze: Die Exponentialfunktion hat
Wertebereich (0, «).)

* Die Funktion g: R - R, g(x) = 1- x? ist (durch 1) nach oben beschrinkt, aber nicht
nach unten beschrankt.
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e Die Funktion /1 : R - R, h(x) = x ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.

Die folgende Definition zielt auf Funktionen, die ein einfaches Wachstumsverhalten aufwei-
sen:

(8.16) Definition. * f:D — R heifdt monoton wachsend, wenn aus x1,x2 € D und x; < x2
stets f(x1) < f(x2) folgt. Gilt fiir x; < x, sogar stets f(x1) < f(x2), so heifdt f streng
monoton wachsend.

e f heifst monoton fallend, wenn aus x1,x2 € D und x; < x3 stets f(x1) > f(x2) folgt. Gilt
fuir x1 < xp sogar stets f(x1) > f(x2), so heif3it f streng monoton fallend.

¢ Ist f monoton wachsend oder monoton fallend, dann heifdt f kurz monoton.

¢ Ist f (entweder) streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, dann heifst
f kurz streng monoton.

(8.17) Beispiele. * Die Funktion f : R - R, x = 2x +1, ist streng monoton wachsend,
denn fiir x; < x; gilt

f(x1) < f(x2) < 2x1+1<2x0+ 1 < 2x7 < 2xp <> X7 < X2.

* Die Funktion ¢ : R - R, g(x) = x?, ist weder monoton wachsend noch fallend, denn
-1<0und g(-1) > g(0), andererseits 0 < 1 und g(0) < g(1).

Schrankt man den Definitionsbereich ein und betrachtet z. B. 11 : [0,00) - R, h(x) = x?,
dann ist & streng monoton wachsend.

Mit Kapitel 3 erhdlt man folgende Aussagen zur Monotonie von Potenzfunktionen:

(8.18) Satz. e EsseiaeQunda > 0. Dann ist
Qa:[0,00) > R, x > x"
streng monoton wachsend.
e EsseiaeQund a < 0. Dann ist
Qu: (0,00) >R, x > x*

streng monoton fallend.

¢ Fiir jedes ungerade n € IN ist
hy: R->R, x~ x"

streng monoton wachsend.

Strenge Monotonie kann fiir die Untersuchung der Losungen einer Gleichung helfen, wie der
folgende Satz zeigt:
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(8.19) Satz. Ist f : D — R eine streng monotone Funktion und ist ¢ € R gegeben, dann hat
die Gleichung f(x) = c hochstens eine Losung.

Begriindung : Fir streng monoton wachsendes f gilt: Ist x* € D mit f(x*) = ¢, dann gilt
f(x) > cfiralle x e D mit x > x* und f(x) < c fiir alle x € D mit x < x*. Analog fiir streng
monoton fallendes f. O

Mit strenger Monotonie lasst sich also Eindeutigkeit beim Losen von Gleichungen zeigen. Zu
Existenzfragen kommen wir spater.

(8.20) Beispiel. Die Gleichung x” +2x — 2 = 0 (siehe oben) hat hochstens eine Losung, denn
die Funktionh: R - R, h(x) = x7 +2x -2 ist streng monoton wachsend:

X1 <Xy = x{<x§

= X +2x1+2< x5 +2xp +2

mit dem Satz tiber Monotonie von Potenzfunktionen und Rechenregeln fiir Ungleichungen.

8.3 Funktionen: Einige Klassen von Beispielen

(8.21) Definition. Gegeben seien (feste) reelle Zahlen m, b. Die Funktion mit der Vorschrift
f:R->R, f(x)=m-x+b

wird lineare Funktion (oder Polynomfunktion vom Grad < 1) genannt.

(8.22) Bemerkung.  ® Man nennt f(x) = mx +b, x € R, auch Geradengleichung, da der
Graph von f eine Gerade beschreibt. m heifdt Steigung und b Achsenabschnitt (genauer:
y-Achsenabschnitt) der Gerade.

e Hat man zwei Punkte P und Q mit den Koordinaten P(x1|y1) bzw. Q(x2|y2) mit x; #
x2 gegeben, dann gibt es genau eine Gerade, auf der diese Punkte liegen. Fiir diese
Gerade lautet die Zuordnungsvorschrift

f*R->R,x—»mx+b,
wobei die Steigung m und der Achsenabschnitt b gegeben werden durch

Y21 Yi1—W2
X2 —X1 X1—X2

m

und b=y —mx; =y —mxy.
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Y2~

Y1

P

sowie
b=4-2-m=4-2=2.

Die Geradengleichung von f lautet somit
f(x)=x+2.

(8.24) Beispiel. Eine enzymkatalysierte Reaktion, bei der ein Substrat S mit Hilfe eines En-
zyms E in ein Produkt P umgewandelt wird, wird nach MICHAELIS und MENTEN wie folgt
modelliert:

E+S=C—->E+P.

(Das Substrat und das Enzym bilden reversibel einen , Komplex” C, der irreversibel das Pro-
dukt P bildet, wobei das Enzym wieder freigesetzt wird.) Falls zu Beginn eine sehr grofse
Menge Substrat vorhanden ist (genauer: [S] > [E] fiir die Konzentrationen), ergibt sich nach
MICHAELIS und MENTEN fiir die maximale Umsatzgeschwindigkeit vm.x (Menge des er-
zeugten Produkts/Zeiteinheit) eine Gleichung

Umax = - [E]

mit einer Konstanten a.

Weifs man also etwa, dass eine gegebene Menge Enzym 2 Mikromol Substrat pro Minute
umsetzt, so setzt die doppelte Menge 4 Mikromol Substrat pro Minute um oder auch 4- 60 =
240 Mikromol pro Stunde. (Beachte: Die umgesetzte Menge ist auch proportional zur Zeit!)

Als nédchstes betrachten wir Polynome und rationale Funktionen.
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(8.25) Definition. Es seien ag,ay,...,a, vorgegebene reelle Konstanten mit a, # 0. Dann
heifst die Funktion P : R — IR mit
n

oot agx" = Zakxk
k=0

P(x)=ag+a1x+ ar x>

ein Polynom oder eine Polynomfunktion (n-ten Grades).
Die Abbildung N : R - R, N(x) = 0 nennt man auch Nullpolynom.

(8.26) Beispiele. ¢ Lineare Funktionen sind Polynome vom Grad < 1.
¢ Ein Polynom vom Grad 2, d. h. der Form
P(x)=ag+a1x+ mx?, xeR,

heifit auch quadratische Funktion. Zur Erinnerung: Wir kennen eine Formel fiir die
Nullstellen solcher Funktionen.

 Durch h(x) = x7 +2x + 2 wird ein Polynom vom Grad 7 auf R definiert.

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomfunktionen ist die folgende.

(8.27) Satz. Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Wir kommen nun zu den rationalen Funktionen:

(8.28) Definition. Sind P, Q Polynome und Q nicht das Nullpolynom, so heifit die durch

P(x)
Q(x)

R(x) =

definierte Funktion eine rationale Funktion.

(8.29) Bemerkung. Der maximale Definitionsbereich einer rationalen Funktion besteht aus
R mit Ausnahme der (hochstens endlich vielen) Nullstellen von Q. Dies ist eine Vereinigung
endlich vieler offener Intervalle.

(8.30) Beispiele. e Fiirn e Nist
1 -
f:RN{0} >R, XHF:x n

eine rationale Funktion.

xZ

g R-R, g(x)=5

ist eine rationale Funktion.
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e Durch
13
h: R {-1} >R, g(x)= 1o 47

ist keine rationale Funktion definiert.

Wir wollen einige spezielle rationale Funktionen ndher betrachten.

(8.31) Beispiel. e EsseiaclR,a+#0.Die Funktion
h:R~{0} >R, h(x) :%

heif$t antiproportionale Funktion (oder antiproportionale Zuordnung) mit Proportionalitéts-
faktor a.

¢ Konkrete Beispiele fiir antiproportionale Zuordnungen sind (innerhalb gewisser Gren-
zen):
Anzahl Arbeiter + benotigte Zeit fiir eine Arbeit

Geschwindigkeit ~ bendtigte Zeit, um eine bestimmte Strecke zuriickzulegen
Enzymmenge — benotigte Zeit, um feste Substratmenge umzusetzen.

¢ Wenn man hier die Grofien auf der linken Seite verdoppelt, verdreifacht usw., halbieren,
dritteln usw. sich die Grofien auf der rechten Seite.

e Ist hier der Proportionalitdtsfaktor a nicht bekannt, aber ein Paar x, f(x), das die Glei-
chung f(x9) = xio erfiillt, dann kann man a aus der Gleichung f(xp) - xo = a bestimmen
und damit fiir jedes x das zugehorige f(x) berechnen. (Antiproportionale Funktionen
sind also durch einen Punkt ihres Graphen eindeutig bestimmt.)

Wir setzen das Beispiel der enzymkatalysierten Reaktionen fort:

(8.32) Beispiel. Genauer haben MICHAELIS und MENTEN die Gleichung

[S] _ [S]

—koeg -0 g2
O T [5] T K+ [S]

tiir die Umsatzgeschwindigkeit hergeleitet. Dabei sind k und K,, (die sog. MICHAELIS-MENTEN-
Konstante) reaktionsspezifische Konstanten, ¢y die Anfangskonzentration des Enzyms und
Umax = k - ep. Diese Gleichung gilt exakt zu Beginn der Reaktion (denn [S] nimmt ja dabei ab).
Also ist v eine rationale Funktion der Substratkonzentration [S]. Beachte, dass fiir [S] = K,
gerade v = % - Umax gilt. (Kj; heifst deshalb auch Halbséttigungskonstante.)

Rationale Funktionen treten auch in weiteren biologisch relevanten Situationen auf.
(8.33) Beispiele. a) Siittigungskurve eines Dimers: In Kapitel 4. 2 wurde das Bindungsverhalten

eines Liganden X bei einem Dimer beschrieben. Nach ADAIR ist die mittlere Zahl der pro
Dimer gebundenen Liganden gleich
[(X] x]
2(%)2(8) | ix
5 =

r=r((X])- I(< ) L IX]
K
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mit der freien Ligandenkonzentration [X] und der Dissoziationskonstanten K. Weil r und
[X] etwa tiber ein Dialyse-Experiment gemessen werden konnen, ergibt diese Beziehung ei-
ne Moglichkeit, die Dissoziationskonstante K zu bestimmen. (Direkt ist dies nicht moglich.
Man hat hier also ein Beispiel, wie mathematische Modellierung Information liefert.)
b) Himoglobin: Das Hamoglobin ist ein Tetramer (hat also vier Bindungsstellen, die als iden-
tisch angesehen werden konnen). Fiir die Bindung von Sauerstoff (X = O,) ergibt sich analog
zZu a)
X

K+[X]

r(1X]) =

Der Graph von r als Funktion von [ X] hat die links skizzierte Gestalt; dagegen ist rechts eine
aus Messungen bestimmte Bindungskurve fiir Himoglobin dargestellt:

K [X] [X]

(theoretisch) (experimentell)

Die Vorhersage der Theorie ist hier qualitativ falsch: Es lasst sich fiir keine Wahl von K der
gemessene ,sigmoide” Kurvenverlauf (mit einem Wendepunkt) erreichen.

Wo liegt der Fehler? Eine der Modellannahmen war die Unabhéngigkeit der verschiedenen
Bindungsstellen. Bindung eines O,-Molekiils an eine Stelle beeinflusst nach dieser Annah-
me nicht das Bindungsverhalten der anderen Stellen. Die Diskrepanz der Ergebnisse weist
darauf hin, dass diese Annahme der Unabhingigkeit bei der Bindung von Sauerstoff an Ha-
moglobin nicht erfiillt ist: Die Bindung ist kooperativ.

Es wire falsch zu meinen, die mathematische Modellierung habe hier versagt: Gerade die Er-
kenntnis, dass die zu Grunde liegenden Modellannahmen nicht stimmen, kann sehr wertvoll
sein.

(8.34) Beispiel. Fiir positive Konstanten K und n bezeichnet man die rationale Funktion

n

Prn i [0,00) > R, prn(X) = K17
als Hill-Funktion (mit Halbsattigung K und Steilheit ). Hill-Funktionen werden u. a. zur Be-
schreibung von Anésthesie-Experimenten eingesetzt: pg ,(x) bezeichnet dann die relative
Haufigkeit der Individuen einer Population, die bei einer Konzentration x des Andstheti-
kums (in geeigneten Einheiten gemessen) voll anésthesiert sind.

Wir betrachten nun einige weitere Klassen von Funktionen, die teils schon aus fritheren Ka-
piteln bekannt sind.
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(8.35) Erinnerung. Die Eulersche Exponentialfunktion ist ,mathematisch einwandfrei” defi-

niert tiber die Reihe .

exp(x) => %, xeR.
k=0 %

Mit der Eulerschen Zahl e = exp(1) » 2.72 kann man zeigen, dass
exp(x) =¢*, xeQ.
Es wird dann fiir x ¢ Q diese Schreibweise beibehalten.
e Fiura=p/qeQ (mitpeZ, g N)und x > 0 ist definiert
gat (0,00) =R, x> x*=(Vx)".

(Fur a > 0 kann man noch g,(0) = 0 setzen.)
Fiir irrationale « kommt die , offizielle” Definition erst spater.

* Fiira>0und x € Q ist a* schon definiert. Wie man die Exponentialfunktion
fa: R->R, xw~a

fiir alle reellen x definieren kann, wird spéter behandelt.

(8.36) Bemerkung. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass es diese noch nicht ordentlich
definierten Funktionen gibt, und dass die tiblichen Rechenregeln fiir Potenzen gelten.

Schliefslich sollen auch abschnittweise definierte Funktionen erwdhnt werden. Diese treten
u.a. bei Interpolationsproblemen auf, wenn also eine Reihe von Punkten (x;, [y;), 1 <i < n
durch den Graphen einer geeignet gewdhlten Funktion verbunden werden soll.

(8.37) Beispiel. Der einfachste Typ einer abschnittweise definierten Funktion sieht so aus: D
ist ein Intervall, x( ein innerer Punkt von D, gegeben sind Funktionen

fi:{xeD,x<x0} >R, fo:{xeD,x>x}—->R
sowie ¢ € R. Nun setze

fi(x), x<xo
f:D->R, f(x)= c, X=Xxp .

fa(x), x>x0

8.4 Weitere wichtige Funktionenklassen

Es gibt noch weitere (auch fiir die Biologie) wichtige Funktionen, die in diesem Skriptum aus
Platzgriinden nicht behandelt werden. Zu nennen sind vor allem Sinus und Cosinus (und
die Tangensfunktion).
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9 Funktionen: Grenzwerte und Stetigkeit (Teil 1)

9.1 Grenzwerte: Begriffe und Fakten

Funktions-Grenzwerte sind das Fundament fiir eine weitergehende Beschiftigung mit Funk-
tionen. Deshalb kiimmern wir uns relativ ausfiihrlich um ihre Definition und Eigenschaften.

(9.1) Definition. Es sei D c IR eine Vereinigung paarweise disjunkter, nicht ausgearteter
Intervalle und f : D — IR. Weiter sei xo € D oder x ein Randpunkt von D.

Ein a € R heifit dann Grenzwert von f fiir x - xg (in Zeichen: lim,_,,, f(x) = a), wenn gilt:
Zujedem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 derart, dass fiir alle x € D \ {xp} mit |x — xg| < J gilt

f(x) -l <.

(9.2) Beispiel. Es sei
‘ [0 fur x40
fiR=>R, f(x)_{l fir x=0 °

Dann ist lim,_o f(x) = 0.

Wir behalten die Bezeichnungen in der Definition bei.

(9.3) Bemerkung. * Die Definition besagt nicht, dass ein Grenzwert existiert.

¢ Die Funktion f kann (muss aber nicht) in x( definiert sein. In diesem Fall ist f(xo) aber
fiir den Grenzwert nicht relevant.

Einige Fakten zu Grenzwerten sammeln wir im nidchsten Satz.

(9.4) Satz. e Falls ein Grenzwert existiert, so ist er eindeutig.

e Aus f(x) > c fir alle x € D folgt lim,_.,, f(x) >c.
Aus f(x) < c fur alle x € D folgt limy_,y, f(x) <c.

¢ Allgemeiner: Sind f,g : D - R so dass lim,_,, f(x) und lim,_,, g(x) existieren und
ist f(x) < g(x) fur alle x € D, dann gilt lim,_,», f(x) < limy_y, g(x).

(9.5) Bemerkungen. Man kann die Definition vielleicht durch Visualisierung am Graphen
etwas zugdnglicher machen:
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Y

1 o 1
T N T
/x0<5 X0 Xg+0

Durch a-¢ < y < a+¢ ist ein ,horizontaler Streifen” im R?2 gegeben. Ist x hinreichend
nahe xg (aber # xq), so liegt (x|f(x)) in diesem Streifen. (,,Hinreichend nahe” wird durch
|x — xg| < & spezifiziert.) Der entscheidende Punkt ist, dass man fiir jedes (noch so kleine)
e > 0 ein ¢ findet, sodass die Bedingung der Definition erfiillt ist.

Graphisch lassen sich gut Fille veranschaulichen, in welchen ein Grenzwert nicht existiert.

A

L L} 2

e

P
o

Y

X0

Im skizzierten horizontalen Streifen der gegebenen Breite 2¢( liegen sicher nicht alle Werte
von f(x) fiir x nahe xo und Verschieben nach oben oder unten dndert daran nichts.

Wir wollen zuerst einige (einfache) Félle ansehen, in denen man mit Grenzwerten auf Grund
der Definition klar kommt.

(9.6) Beispiele. ® Essei f:D - R, f(x)=ux.Fiirjedes xp € D ist dann lim,_,y, f(x) = xo.
Beweis: Zu jedem e > 0 wéhle 0 = €. Aus |x — xp| < J folgt dann |f(x) — f(x0)| =[x — x| <
J=¢.

* Noch einfacher: f : D - R, f(x) = ¢ konstant. Fiir jedes x € D ist dann lim,_.,, f(x) =c.
e Fiir die Betragsfunktion gilt lim,_.y, |x| = |xo|, xo € R beliebig.

® Esseig:R\{0} - R, g(x)=1/x. Dann existiert lim,_ g(x) nicht.
Begriindung: Zu jedem s € R und zu jedem J§ > 0 existiert ein x mit 0 < x < 6 und
g(x)-s>1.
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Was man eigentlich mit dem Kriterium aus der Definition machen kann (und macht), ist
Aussagen wie die folgende zu beweisen.

(9.7) Satz (Rechnen mit Grenzwerten fiir Funktionen). Sind f,g: D — R Funktionen mit
lim,,y, f(x) =51, limy_x, g(x) = s und ist & € R, dann gilt:
a) lim af(x) = asy,
X=X
b) lim (£(x) £8(x) =51 %52,
) Jim (£(x)-g(x)) =51 -52.
d) Ist g(x) # 0 fiir alle x € D und s, # 0, dann gilt

. f(x) s

e) Ist f(x) < g(x) fur alle x € D, dann gilt 51 < sp.

Dieser Satz erlaubt es, dhnlich wie bei Folgengrenzwerten die Grenzwertbestimmung in vie-
len Fallen auf wenige bekannte Grenzwerte und Anwendung von Grenzwertregeln zurtick-
zufiihren. Eine Anwendung auf spezielle Funktionenklassen ist:

(9.8) Satz. * Esseip:R >R, p(x)=ap+a;x+...+a,x" eine Polynomfunktion. Dann
gilt fiir jedes x¢ € R:
Iim p(x) = p(xo)-

e Esseien p,q: R — R Polynome, g nicht das Nullpolynom, D = {x ¢ R; g(x) # 0} und

px)

fiD=R, f(x)=20

eine rationale Funktion. Dann gilt fiir jedes x¢ € D:

lim £(x) = f(x0).

Eine weitere Grenzwertregel betrifft die Komposition von Funktionen.

(9.9) Satz. Esseien D und U je Vereinigungen von paarweise disjunkten, nicht ausgearteten
Intervallen.

Fiir Funktionen f : D - Rund & : U - R mit f(D) c U gilt: Existiert lim f(x) = s und
X=X
existiert lim /1(y) = g, so existiert lim (ko f)(x) und hat den Wert 4.
y—s X—>Xo
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(9.10) Beispiele. e Ist f: D - R und existiert lim,_.,, f(x), so existiert auch

lim |f()] = | lim £()].

e Fiir h(x) = 2x? - 3|x| + 2 gilt mit bekannten Grenzwerten und Regeln

lim h(x)=2-3+2=1=h(-1).

x—>-1

(9.11) Bemerkung. Wir haben schon in Kapitel 6 Grenzwerte von Folgen betrachtet. Die
Frage liegt nahe, was diese mit Funktionsgrenzwerten zu tun haben. Die Antwort ist wie
folgt: Gegeben seien xp und r wie in der Definition zu Beginn dieses Teilabschnittes.
Genau dann gilt lim, .y, f(x) = a, wenn fiir jede Folge (x)uen in D \ {x¢} der Folgengrenz-
wert lim,, .., f(x,,) existiert und gleich a ist.

(Man kann diese Charakterisierung auch als Definition des Funktionsgrenzwertes benut-
zen. Handlicher wird die Sache dadurch aber nicht.)

9.2 Stetigkeit

Die erste wichtige (innermathematische) Anwendung von Funktions-Grenzwerten tritt im
Zusammenhang mit Stetigkeit auf. Zunédchst die Definition

(9.12) Definition. Es sei D eine Vereinigung paarweise disjunkter nicht ausgearteter Inter-
valleund f: D - RR.

¢ Die Funktion f : D — R heif$t stetig in xo € D, falls

lim £(x) = f(x0).

¢ Ist f: D — R stetig in allen Punkten von D, dann heifst f stetig auf D oder kurz stetig.

Stetigkeit ist ein abstraktes Konzept, aber wichtig gerade auch in Anwendungskontexten.
Denn bei unstetigen Funktionen kann eine beliebig kleine Anderung von x zu unkontrollier-
barer Anderung des Funktionswerts f(x) fiihren. Dies ist problematisch fiir die mathemati-
sche Modellierung realer Phanomene.

(9.13) Beispiele. = ¢ Hingt eine Reaktionsrate von der Temperatur ab, so sollten i.a. kleine
Temperaturschwankungen nicht zu beliebig starken Anderungen der Rate fithren. Die
Reaktionsrate sollte also eine stetige Funktion der Temperatur sein.

e Verbindet man eine Reihe von Punkten im R?, die aus Messungen gewonnen wurden,
zu einer Kurve (Interpolation), so wird man in der Regel so vorgehen, dass ein zusam-
menhdngender Graph entsteht: Man interpoliert also mit stetigen Funktionen.

Aus den Grenzwertsédtzen in Kapitel 9.1 erhalten wir jetzt sofort Regeln:
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(9.14) Satz. Sind die Funktionen f,g: D — R stetig in xp und ist « € R, dann gilt:
(i) af ist stetig in xo.

(ii) f + g ist stetig in xo.

(iii) f - g ist stetig in xp.

(iv) Ist g(x0) # 0, dann ist Jé stetig in xo.

(9.15) Satz. Sind f : D - Rund h : U - R Funktionen mit f(D) c U und ist f stetig in
xo € D sowie h stetig in f(xg) € U, so ist h o f stetig in x.

Eine Konsequenz der Regeln ist der

(9.16) Satz. ¢ Jede Polynomfunktion ist stetig auf R.

¢ Jede rationale Funktion ist stetig auf ihrem maximalen Definitionsbereich.

Wir zdhlen nun (ohne Beweise) einige weitere Klassen stetiger Funktionen auf. Zunéachst
erinnern wir an die Definition der Eulerschen Exponentialfunktion:

) xk
exp(x) = Y 1
k=0 ™*

(9.17) Satz. Fiir jedes xp € R ist lim,_,x, exp(x) = exp(xp). Somit ist die Eulersche Exponen-
tialfunktion stetig auf RR.

Weitere Beispiele enthilt der nachste Satz.

(9.18) Satz. e Essei a € R. Dann ist die Potenzfunktion g, : (0,00) - R, h(x) = x*
stetig. Fuir & > 0 ist g, sogar auf [0, co) definiert und stetig.

* Esseia e R,a> 0. Dann ist die allgemeine Exponentialfunktion f, : R - R, f,(x) =
a* stetig.

Mit den Regeln und bekannten Klassen ldsst sich nun die Stetigkeit weiterer Funktionen
nachweisen.

(9.19) Beispiele. .
fi10,00) >R, f(x) =exp(Vx)

ist stetig als Komposition stetiger Funktionen.
(Zur Erinnerung;: ¢/x = x'/3.)

h:[0,00) >R, h(x)=x*-2-3"+7x

ist stetig.
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9.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Bisher wurde festgehalten, dass das abstrakte Konzept Stetigkeit aus Sicht der Praxis not-
wendig ist. Wir haben auch gesehen, dass der Nachweis von Stetigkeit oft auf bekannte Fille
und Regeln zuriickgefiihrt werden kann. Was noch fehlt, wird jetzt nachgeliefert: Stetigkeit
ist niitzlich fiir die Untersuchung von Funktionen, auch in Anwendungen.

Wir sehen zunéchst, wie sich Stetigkeit auf die Existenz von Maxima und Minima auswirkt.
Zur Erinnerung vorab: Definitionsbereiche von Funktionen sind in diesem Skript, Kapitel
8-14, stets endliche Vereinigungen von paarweise disjunkten nicht ausgearteten Intervallen.

Wir benotigen als Erstes die Definition von Maximum und Minimum.

(9.20) Definition. Essei f : D - R eine Funktion.

 Existiert ein x; € D mit f(x1) < f(x) fiir alle x € D, so heifst x; Minimalstelle und f(x;)
ein Minimum (genauer: absolutes Minimum) von f auf D.

 Existiert ein x; € D mit f(x2) > f(x) fiir alle x € D, so heifst x, Maximalstelle und f(x2)
ein Maximum (genauer: absolutes Maximum) von f auf D.

(9.21) Bemerkung. Die Definition besagt nicht, dass Minimum bzw. Maximum existieren.

(9.22) Satz. Sei f : D — R eine stetige Funktion und seien 4, b € D derart, dass das ab-
geschlossene und beschridnkte Intervall [a, b] eine Teilmenge von D ist. Dann besitzt die
Einschrankung von f auf [4, b] ein absolutes Minimum und ein absolutes Maximum.

(9.23) Bemerkung. * Dies ist ein reiner Existenzsatz: Er gibt keine Auskunft, wie Mini-
mum bzw. Maximum zu finden sind. (Es hilft aber bei der Suche, wenn man weifs,
dass es das gesuchte Objekt gibt.)

¢ Die Voraussetzung ,abgeschlossenes und beschranktes Intervall” ist fiir eine allge-
mein giiltige Aussage notwendig.

(9.24) Beispiele. ¢ Die Funktion
h:[0,10] » R, h(x)=x*-2-¢"+7/x

besitzt auf dem abgeschlossenen und beschrédnkten Intervall D = [0,10] ein Maximum
und ein Minimum. Dies folgt aus der Stetigkeit von / und dem Satz.

¢ Die Polynomfunktion
fiR->R, f(x)=x"+2x-2

besitzt auf R weder Maximum noch Minimum. Dagegen besitzt die Einschrankung von
f auf [-3,5], also
g:[-3,5] >R, g(x)=x"+2x-2

ein Maximum und ein Minimum.
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Eine weitere grundlegende Eigenschaft stetiger Funktionen ist der sogenannte Zwischen-
wertsatz.

(9.25) Satz. Sei f : D — R eine stetige Funktion und seien 4, b € D derart, dass das abge-
schlossene und beschrankte Intervall [a, b] eine Teilmenge von D ist.
e Ist f(a) < f(b), so existiert zu jedem s € R mit f(a) <s < f(b) eine Zahl x* € (a,b) mit
f(x*) =s.
e Ist f(a) > f(b), so existiert zu jedem s € R mit f(a) >s > f(b) eine Zahl x* € (a,b) mit
f(x*) =s.
e Speziell: Haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so besitzt f eine Nullstelle x
in (a,b).

Der Zwischenwertsatz ist oft hilfreich beim Nachweis der Losbarkeit von Gleichungen.

(9.26) Beispiel. Losungen der Gleichung
X +2x-2=0
sind gerade Nullstellen der stetigen Funktion & : R — R mit i(x) = x7 +2x - 2.
¢ Schon bekannt: Die Gleichung hat hochstens eine Losung. (Siehe Kapitel 8. 2)

* Berechne (probeweise) einige Funktionswerte: f(-1) = -5, f(0) = -2, f(1) =1, f(2) =
130.

* Der Vorzeichenwechsel zwischen 0 und 1 und der Zwischenwertsatz zeigen: f besitzt
eine Nullstelle in (0, 1).

(9.27) Bemerkung. Hat man (mit den Bezeichnungen des Zwischenwertsatzes) fiir f eine
Nullstelle in (a,b) nachgewiesen, so kann man weiter suchen: Berechne f((a + b)/2). Falls
dieser Funktionswert gleich 0 ist, hat man sehr viel Gliick gehabt. Andernfalls zeigt der
Zwischenwertsatz die Existenz einer Nullstelle in einem der Intervalle

a+b a+b

(ﬂ, T) bzw. (T,b)

Dieses Bisektionsverfahren lisst sich fortsetzen.

(9.28) Beispiel. Fiir i(x) = x” +2x - 2 existiert eine Nullstelle in (0, 1). Berechne weiter h(%) =
277 - 1(~» -0,992) < 0. Also liegt schon in (%, 1) eine Nullstelle. Nachster Schritt: h(%) =
0,757 - %( ~ —0,367) < 0; also liegt in (%, 1) eine Nullstelle. Et cetera.

Monotonie und Zwischenwertsatz lassen sich auch zur Beantwortung theoretischer Fragen

anwenden:
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(9.29) Satz. Seien D ein Intervall und f : D - R streng monoton und stetig. Dann gilt:
* Der Wertebereich W = f(D) ist ein Intervall.
e Die Funktion f besitzt eine stetige Umkehrfunktion f~': W — D.

e Ist f streng monoton wachsend, so auch 1. Ist f streng monoton fallend, so auch 1.

(9.30) Bemerkung. Der Zwischenwertsatz hilft auch beim Losen von Ungleichungen: Ist
f: D - R stetig, [a,b] c D und sind a,b zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von f (d.h.
f(a)=f(b) =0und f(x) # 0 fiir alle x € (a,b)), so wechselt f im Intervall (a,b) sein Vorzei-
chen nicht. Fiir alle x € (a,b) gilt also entweder f(x) >0 oder f(x) <0.

Analog: Ist z.B. D Intervall und c € D die grofite Nullstelle von f, so wechselt f sein Vorzei-
chenin {x € D; x > ¢} nicht.

(9.31) Beispiel. Bestimme alle Losungen der Ungleichung x* - x -1 < 0.

Fiir die Polynomfunktion f : R - R, f(x) = x? — x — 1 berechnet man die Nullstellen c¢;, =
(1+£/5)/2. Also wechselt f sein Vorzeichen im Intervall (1, c;) nicht. Wegen 0 € (c1,c2) und
f(0) = -1 < 0 ist es negativ. Fiir -1 < ¢; bzw. 2 > ¢, berechnet man f(-1) > 0 und f(2) > 0.

Also Losungsmenge (c1, 7).

(9.32) Beispiel. Gesucht sind alle x > 0, welche ﬁ > % erfiillen. Zur Losung definiere

X 1 2x-3
f:[0,00) = R, f(x):x+3_§:3(x+3).

Dann ist f stetig auf [0, o) als rationale Funktion und xg = % ist die einzige Nullstelle in

[0,00). Wegen f(1) = 1 - % <0 gilt

f(x)<0 firalle xe[O,%);
wegenf(Z):%—%:ll5 > 0 gilt

f(x)>0 furalle xe [%,oo).

Da f(x) > 0 aquivalent zu 5 > % ist, haben wir unser Problem gelost. (Statt f(1) hitte man

f(x*) fur irgendein x* € [0, %) berechnen konnen; statt f(2) hitte man f(x**) fiir irgendein
xX** e (:'2—5, o0 ) berechnen konnen.)
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10 Funktionen: Grenzwerte und Stetigkeit (Teil 2)

10.1 Einseitige Grenzwerte

Es gibt einige Erweiterungen des Grenzwertbegriffs, die fiir die Untersuchung von Funktio-
nen relevant sind und die deshalb auch betrachtet werden sollen.

(10.1) Erinnerung. Definitionsbereiche von Funktionen sind in Kapitel 8-14 stets endliche
Vereinigungen paarweise disjunkter, nicht ausgearteter Intervalle. Wir nennen x* einen lin-
ken bzw. rechten Randpunkt von D, wenn x* linker bzw. rechter Randpunkt eines dieser
Intervalle ist. Wir nennen weiter x* einen inneren Punkt von D, wenn x* innerer Punkt eines
dieser Intervalle ist.

(10.2) Definition. Essei f : D - R eine Funktion.

¢ Es liege x; in D oder sei linker Randpunkt von D. Man nennt a; € R rechtsseitigen
Grenzwert von f fiir x — x1 (in Zeichen: limy,,, f(x) = a1), falls zujedem e > 0einé > 0
existiert, so dass [f(x) —a1| < € fur alle x € D mit x > xq, [x — x1| < 9.

¢ Es liege x; in D oder sei rechter Randpunkt von D. Man nennt 4, € R linksseitigen
Grenzwert von f fiir x — x, (in Zeichen: limy4y, f(x) = a2), falls zujedem e > 0einé > 0
existiert, so dass |f(x) — az| < € fiir alle x € D mit x < xp, [x — x| < J.

(10.3) Bemerkung. Rechtsseitige bzw. linksseitige Grenzwerte miissen nicht existieren.
Existiert aber ein rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) Grenzwert von f fiir x — xq, so ist er
eindeutig.

1+x ,falls x>0

0 Jfalls x < 0.
Dann ist limy g f(x) = 1 und limy4o f(x) = 0. (Nachweis mit ¢ und J analog zu Kapitel 9.1.)

(10.4) Beispiel. Essei f: R\ {0} - R,

Gy

Einige Fakten zu einseitigen Grenzwerten fassen wir in den nichsten beiden Satzen zusam-
men.
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(10.5) Satz. e Wenn a = lim,.,, f(x) existiert, so existieren auch lim,,, f(x) und
limyy, f(x) und sind gleich a.

* Existieren andererseits der rechts- und linksseitige Grenzwert und sind sie gleich, so
existiert auch der Grenzwert.

(10.6) Beispiel. Im Beispiel 10.4 existiert folglich kein Grenzwert.

(10.7) Satz. Die Grenzwertregeln fiir Vielfache, Summen, Produkte und Quotienten von
Funktionen tibertragen sich auf einseitige Grenzwerte.

Neben einseitigen Grenzwerten fithrt man nun auch den Begriff der einseitigen Stetigkeit ein.

(10.8) Definition. Es sei f : D — RR eine Funktion und xj € D.

e Man nennt f linksseitig stetig in xo, wenn liTm f(x) existiert und gleich f(xg) ist.
XTXo

* Man nennt f rechtsseitig stetig in xo, wenn lilm f(x) existiert und gleich f(xp) ist.
X{X0

(10.9) Satz. Es sei f : D — R eine Funktion und x( ein innerer Punkt von D. Es ist f genau
dann stetig in xp € D, wenn f linksseitig und rechtsseitig stetig in x ist, also der links- und
der rechtsseitige Grenzwert existieren und gleich f(xp) sind.

Stetigkeitsfragen sind unter anderem bei abschnittweise definierten Funktionen relevant. Der
folgende Satz liefert eine Strategie zum Umgang mit solchen Funktionen.

(10.10) Satz. Essei D c R, xp € D und f : D — R sei definiert durch

fi(x) fur xeD, x<uxp
f(x)=1c fir x=xo
fo(x) fur xeD, x> xp.
Wenn f; und f; je in einem Intervall definiert und stetig sind, das xy enthdlt, dann gilt:
* fist genau dann linksseitig stetig in xo, wenn f1(xp) = ¢;
* fist genau dann rechtsseitig stetig in xg, wenn f,(xg) =¢;

e fist genau dann stetig in xp, wenn f1(xg) = f2(xo) = c.

(10.11) Beispiel. Gegeben ist

1+x ,fur x<0
1

f=1R*1R,f(x):{

s fur x>0.
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Mit den Bezeichnungen in (10.10) ist xp = 0, f1(x) = 1+x, ¢ = f(0) = 1 und fo(x) = . (Be-

1+x°
achte, dass f1 und f, auf Intervallen definiert sind, die 0 enthalten, ndmlich R bzw. (—f, 00).)

Wegen f1(0) =1 = f»(0) = cist f stetig in 0.
(10.12) Beispiel. Esseic e Rund f: R — R definiert durch

e*-1 fur x<0
f(x)=+c fur x=0
Vx o fir x>0.

Fiir welche c ist f stetig in 0?

Die Funktionen f;: R—> R, x~e*-1und f,: [0,00) > R, x ~ /X sind jeweils definiert und
stetig auf einem Intervall, das 0 enthalt. Weiter gilt f;(0) = f2(0) = 0. Nach dem Satz ist f also
stetig in 0 genau fiir c = 0.

10.2 Grenzwerte ,,im Unendlichen”

In Anwendungen sind oft Aussagen tiber das Grenzverhalten einer Funktion auch (und ge-
rade) dann von Interesse, wenn die Variable ,,sehr grofs” wird.

(10.13) Definition. Gegeben sei f : D — R.

e Gibt es ein ¢ € R so, dass (¢,) c D, so sagt man, dass f fiir x - oo gegen s; € R
konvergiert, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 existiert ein R > 0 so, dass

|f(x)—s1|<e furallex e D mitx>R.

(In Zeichen: limy_,o f(x) =51.)

e Gibt es ein ¢ € R so, dass (—oo,c) c D, so sagt man, dass f fiir x > —oco gegen s, € R
konvergiert, wenn gilt:
Fiir jedes € > 0 existiert ein R > 0 so, dass

|f(x)—s2| <e fiiralle x e D mit x < -R.

(In Zeichen: limy_,_o f(x) =s2.)

Das folgende Beispiel ist grundlegend.
(10.14) Beispiel. ¢ Esistlimy, oo % =0.

Zum Nachweis dieser Aussage wihle R = 1

B
0< % <g, also |% - 0| < &, was zu zeigen war.

1

zu gegebenem ¢ > 0. Fiir x > R = ¢ ist dann

e Esistlimy, o1 =0.
Diese Aussage zeigt man analog mit R = %
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Die Grenzwertregeln aus Kapitel 9 gelten entsprechend auch fiir Grenzwerte mit x — oo oder
x — —oo. Wir fithren das im Fall x — oo genauer aus:

(10.15) Satz. Sind f,g : D - R Funktionen mit lim,_« f(x) = s1, limy_, g(x) = s2 und ist
« € R, dann gilt:

o lim af(x) = asy,
. }Eg(f(x)ig(x))=51iszl
0 }L@o(f(x)'g(x))ﬂl'sz-

* Gibt es ein c so, dass g(x) # 0 fiir alle x € (¢, 00) c D und ist s, # 0, dann gilt

lim f(x) L
g %

Damit lassen sich nun Grenzwerte effektiv berechnen.

(10.16) Beispiele. a) Essei f:(0,00) > R, f(x)= 3021 Dann ist

x2+2x

lim f(x) =3,

wie man mit Hilfe der obigen Aussagen und eines kleinen Tricks (vergleiche Ahnliches
bei Folgen in Kapitel 6. 3) nachweist:

3x2-x-1 (3¥*-x-1)-3 3-1-4
—+

xX2+2x (x2+2x)- 5 1 2

Mit dem Beispiel oben und Grenzwertregeln hat man

lim =0, also lim 5 = (im 3)* =0

x—o00 X

und
Yim (3= —52) =3 Jim 5 - lim 55 =3
sowie
lim(1+3) =1
damit schlieSlich o
. 3-2-% 3
Jim 1+%x =173
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b)

Die MICHAELIS-MENTEN-Gleichung hat (bei konstanter Enzymkonzentration [S]) die Ge-
stalt
[S]

Ku +[S]

und es gilt lim[s)_, 0([S]) = Umax; dies zeigt man wie in a). Ist also [S] ,sehr groff” im
Vergleich zu K, so liegt v nahe bei vyax.

Konkret: Gilt [S] =100 K, so ist v » 0,99 - Umax, und selbst Halbieren der Substratkonzen-
tration auf 50 - K,,, liefert v ~ 0,98 - vax, also kaum eine Anderung der Umsatzgeschwin-
digkeit.

Fazit: Obwohl [S] natiirlich wéahrend der Reaktion abnimmt, dndert sich die Umsatzge-
schwindigkeit tiber einen weiten Bereich kaum, wenn [S] anfangs sehr grofs ist. Man kann
ohne grofsen Fehler v = v,y setzen.

o([S]) = Umax-

Fiir die Hill-Funktion (8.34)

xl’l

K"+ xn

P :[0,00) > R, P (x) =

ist limy_. 0o P n(x) = 1. (Andsthesie-Experiment: Im Grenzfall beliebig hoher Konzentrati-
on des Anisthetikums sind alle Individuen andsthesiert. Mit den Modellannahmen sollte
man hier vorsichtig sein: Sehr hohe Konzentrationen des Anasthetikums fiithren i.a. nicht
nur zu Anésthesierung. Der Anwendungsbereich des Modells ist limitiert.)

Es fehlt noch eine Definition zu Grenzwerten.

(10.17) Definition. Gegebensei f : D — RR.

e Gibteseinc € R, sodass (¢, ) c D, so sagt man, dass f fiir x - oo bestimmt gegen +oco
divergiert [bzw. bestimmt gegen —co divergiert] , wenn gilt: Fiir jedes M > 0 existiert
ein R > 0 so, dass f(x) > M fiir alle x € D mit x > R [bzw. f(x) < —M fiir alle x € D mit
x> R].

In Zeichen: limy_, f(x) = oo [bzw. lim,_, f(x) = —oco].

* Gibt es ein ¢ € R, sodass (-oo,c) c D, so sagt man, dass f fiir x - —oco bestimmt
gegen +oo divergiert [bzw. bestimmt gegen —co divergiert] , wenn gilt: Fiir jedes M > 0
existiert ein R > 0 so, dass f(x) > M fiir alle x € D mit x < —-R [bzw. f(x) < —M fiir alle
x € D mit x < —R].

In Zeichen: limy_,_o, f(x) = oo [bzw. limy_,_o f(x) = —oco].

(10.18) Beispiel. e Fir alle n € N ist limy_, o X" = oo.

Nachweis tiber die Definition: Zu M > 1 wihle R = M; zu M <1 wihle R = 1.

e Fiir alle ungeraden n € IN ist limy_, o x" = —c0.
Fiir alle geraden n € IN ist lim,_, _o X" = oo.

e limy_ o €* = oo.

(10.19) Satz. Es gibt auch Rechenregeln fiir bestimmte Divergenz; unter anderem:
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e Istlimy o f(x) =a € Rund limy_e g(x) = oo [bzw. limy_,« g(x) = —o0], so ist

lim (£(x) + g(x)) =00 [bzw. lim (f(x) +g(x)) = ~oo].

e Istlimy o f(x) =a>0[bzw. a < 0] und limy_, g(x) = oo, so ist

lim (£(x)-g(x)) = o0 [bzw. lim (f(x)-§(x)) = ~oo].

e Istlimy o f(x) =a >0 [bzw. a < 0] und limy_, g(x) = —oo, so ist

lim (£(x) -g(x)) = o0 [bzw. lim (f(x) -g(x)) = ool.

e Istlimy o f(x) =a € Rund limy_ g(x) = co [bzw. limy_,. g(x) = —o0] , so ist

1im £ o,

x—o00 g(x)

o Istlimy,o f(x) =a >0 [bzw. a < 0] und lim,_,., g(x) = 0 sowie g(x) > 0 fiir x > R mit
einem R > 0, so ist

lim ]ﬁ = 00 [bzw. lim jﬁ = —oo:|.
xoo g(x)

o Istlimy,o f(x) =a >0 [bzw. a < 0] und lim,_,., g(x) = 0 sowie g(x) < O fiir x > R mit
einem R > 0, so ist

imm:—oo ZW. im&:oo
tim f = [ tim £ <)

Entsprechendes gilt fiir Grenzwerte mit x - —co.

Aus diesen Regeln ldsst sich das Grenzverhalten von Polynomen herleiten.

(10.20) Satz. Gegeben sei ein Polynom
p:R->R, p(x)=ap+a1x+...a,x", mitn €N, a, >0.
Dann gilt:

* limy o p(x) = oo;

e Ist n ungerade, so gilt lim,_,_ p(x) = —o0; ist n gerade, so gilt limy_,_o, p(x) = .
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(10.21) Bemerkung. Im Fall a,, < 0 kehren sich die Vorzeichen bei allen Grenzwerten um. ‘

(10.22) Beispiel. Fiir p(x) = —2x” +1000x° + 100 ist lim,_, oo p(x) = —0co und lim,_,_o, p(x) = oo.

Auch fiir andere Klassen von Funktionen kennt man Grenzwerte fiir x — +oo.

(10.23) Beispiel. Gegeben seia € R,a > 1. Dann kann man limy_, . 4 = oo und lim,,_c a* =0
zeigen.

10.3 Uneigentliche einseitige Grenzwerte

Kommen wir schliefilich zu (links- und rechtsseitigen) uneigentlichen Grenzwerten.

(10.24) Definition. Es sei f : D - R eine Funktion.
a) Weiter sei x; € D oder linker Randpunkt von D.

Man sagt, dass f fiir x von rechts gegen x1 bestimmt gegen +oo [resp. —oo] divergiert, wenn zu
jedem M > 0 ein J > 0 existiert, sodass f(x) > M fiir alle x € D mit x > x; und |[x — x| < &
[resp. f(x) < —M fiir alle x € D mit x > x; und |x — x1| < 6]. Symbolisch:

}}g\f(x) = 00 [resp.}(ilrg\f(x) = —o0].

b) Es sei x € D oder rechter Randpunkt von D.

Man sagt, dass f fiir x von links gegen x, bestimmt gegen +oo [resp. —oo] divergiert, wenn zu
jedem M > 0 ein ¢ > 0 existiert, sodass f(x) > M fiir alle x € D mit x < xp und |x — x| < &
[resp. f(x) < —M fiir alle x € D mit x < x, und |x — x5| < 6]. Symbolisch:

lim f(x) = o0 [resp.}(iTrg\f(x) = —o0].

x1xp




88 10 Funktionen: Grenzwerte und Stetigkeit (Teil 2)

(10.25) Beispiel. Fiir f: R\ {0} - R,

A
f(x)=- -
ist 1
1
lim = =0
xl0 X
T T } } >» X
und
1
Iim—=-o 1
x10 X

(Nachweis der ersten Aussage: Zu M > 0 wihle 6 = % Fiir alle x mit 0 < x < J ist dann
f(x) =1 > % =M. Zweite Aussage analog.)

(10.26) Bemerkung. Analog zu Bemerkung (10.19) gibt es Regeln; etwa:
o Istlimyy, f(x) =a € R und lim,y, g(x) = oo [bzw. lim,,, g(x) = —oc], so ist

()~ glall) = oo oot L) gl = —eall

e Istlimyy, f(x) =a>0[bzw. a < 0] und limy,,, g(x) = oo, so ist

lim(f(x)-g(x) =00 [bzw. lim(f(x)-g(x)) = -]

e Istlimyy, f(x) =a>0 [bzw. a < 0] und lim,,, g(x) = —oo, so ist

lim(f(x)-g(x) = -e0 _[bzw. Im(f(x)-g(x)) = oo}

e Istlimyy, f(x) =a € R und lim,y, g(x) = oo [bzw. limy», g(x) = —o0], so ist

. f(x)
}clg(} g(x) 0

e Istlimyy, f(x) =a >0 [bzw. a < 0] und limyy, g(x) = 0 sowie g(x) > 0 fiir x € (xp, x1)

mit x; > Xg, SO ist
X
lim f( ) 0 [

w g(x)

o Istlimyy, f(x) =a >0 [bzw. a < 0] und limyy, g(x) = 0 sowie g(x) < 0 fiir x € (xp, x1)

mit xq > xg, so ist
lim 1) = —o00 [bzw. lim i) = oo].

xx g(x) xixo g(x)

Entsprechendes gilt fiir linksseitige Grenzwerte.
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11 Differenzierbarkeit (Teil 1)

11.1 Begriffe und Grundlegendes

Neben Stetigkeit ist Differenzierbarkeit ein weiterer zentraler Begriff (und ein sehr effektives
Werkzeug) fiir die Untersuchung von Funktionen. Auch hier sind Grenzwerte und ihre Ei-
genschaften fundamental.

(11.1) Erinnerung. ¢ Indiesem Modul sind Definitionsbereiche von Funktionen stets end-
liche Vereinigungen paarweise disjunkter, nicht ausgearteter Intervalle.

¢ Wirnennen x* einen linken bzw. rechten Randpunkt von D, wenn x* linker bzw. rechter
Randpunkt eines dieser Intervalle ist.

¢ Wir nennen x* einen inneren Punkt von D, wenn x* innerer Punkt eines dieser Inter-
valle ist.

(11.2) Definition. Seien f : D — R eine Funktion und xq € D ein innerer Punkt von D. Man
nennt f in xq differenzierbar, wenn der Grenzwert

i f G0+ 1) = f(x0)
h—0 h

o £ = f(30)

x—x) X — X

existiert. Dieser Grenzwert heifSt Ableitung von f im Punkt xop und wird mit f'(xp) = % (x0)
bezeichnet.

Daneben werden wir auch einseitige Grenzwerte betrachten.

(11.3) Definition. ¢ Ist xp € D innerer Punkt oder linker Randpunkt von D, so heifst f
rechtsseitig differenzierbar in xp, wenn

lim 4 Ko+ 1) = f(x0) _
hi0 h

o £ = f(x0)
x{xo X — X

existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit f7 (x).

e Ist xp € D innerer Punkt oder rechter Randpunkt von D, so heisst f linksseitig diffe-
renzierbar in xy, wenn

i f@or) = fx) . f(x) = f(x)

ht0 h xtxg X — X0

existiert. Wir bezeichnen den Grenzwert mit f’ (x).
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(11.4) Bemerkung. Ableitungen werden aus zwei Motiven eingefiihrt:
a) Das Tangentenproblem:
Sei f : D — R eine Funktion und seien xq, x; € D. Dann ist die Gleichung der Sekante durch

die Punkte P(xo|f(xp)) und Q(x1|f(x1)) gegeben durch
f(x1) - f(x0)
1= X0

" (x - x0).

s(x) = f(x0) +

Dabei ist
f(x1) = f(x0)

X1 — X0

die Sekantensteigung. Riicken wir nun x; immer ndher an x( heran, bilden wir also

Hm f(xl)—f(xo)’

X1=>X0 X1 — X0

(falls er existiert), so strebt diese Steigung gegen f'(xp). Es ist somit sinnvoll, f'(x¢) als
Steigung der Funktion im Punkt xy zu bezeichnen. Die Gerade f(x) durch den Punkt P mit
der Steigung f’(xp), welche also die Geradengleichung

t(x) = f(x0) + f'(x0) (x - x0)

erfiillt, nennen wir Tangente an den Graphen von f durch den Punkt x.
b) (Momentangeschwindigkeit)
Beschreibt g (t) eine zeitabhdngige Grofe, so ist die mittlere Geschwindigkeit zwischen zwei
Zeitpunkten ¢; und ¢, definiert als

8(t) —g(t2)

b=ty

Mochte man die momentane Geschwindigkeit der Grofie zu einem bestimmten Zeitpunkt
to betrachten, sollte man also den Grenzwert

L8 -g(t)
t—ty - tO

bilden.

(11.5) Beispiele. a) Die konstante Funktion f : R - R, x = ¢, c € R, ist differenzierbar fiir alle
xo € R, denn fiir beliebiges x¢ € R gilt

limJM: hmizo.
X=X X —XQ X=X X — X
Somit hat f die Ableitung f'(xo) = 0 fiir alle xp € R.
b) Die Funktion g : R - R, x ~ x, ist differenzierbar fiir alle xp € R mit ¢’(x9) = 1, denn
lim —g(x) ~8(x0) = lim =% _ 1.
X—>Xo X —=Xo X—=>x0 X — X0

c) Die quadratische Funktion /1 : R - R, x ~ x2, ist fiir alle xo € R differenzierbar mit der
Ableitung h'(xg) = 2x9, denn mit der Definition des Differenzenquotienten und xy € R erhilt
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man 5 5
lim ) ~h(xo) X=X (- x0) (x +x0)

= lim x + xg = 2x.
X=X X — X0 X—=Xo X — X0 X=X X — X0 X=X

Wir kommen von Ableitungen an einer Stelle zu Ableitungsfunktionen.

(11.6) Definition. Sei f : D - R eine Funktion.

¢ f heifst differenzierbar auf D, wenn f in jedem inneren Punkt von D differenzierbar
und in jedem Randpunkt von D, der zu D gehort, einseitig differenzierbar ist.

e Ist f differenzierbar auf D, so heifst die Funktion
f':D>R,xw f(x)

die Ableitung oder Ableitungsfunktion von f.

(11.7) Beispiele. ¢ Die Ableitungsfunktion einer konstanten Funktion ist die Nullfunkti-
on.

e Fiir ¢ € R ist die Funktion ¢ : R — R, g(x) = c- x differenzierbar auf R mit konstanter
Ableitungsfunktion g’ = c.

e Fiir c € R ist die Funktion g: R - R, g(x) = c- x? differenzierbar auf R mit Ableitungs-
funktion q’, g'(x) = 2cx.

Wenn zu einer Funktion die Ableitungsfunktion existiert, kann man weiter gehen:

(11.8) Definition. Sei f : D - R auf D differenzierbar.

e Ist f'in x( € D ebenfalls differenzierbar, so nennt man die Ableitung von f’ in x, die
zweite Ableitung von f in xp und schreibt

N/ Y/ _ r(2) _dzf
(f) (x0) = f7(x0) = 7 (x0) = -5 (x0)-

* Rekursiv definiert man die n-te Ableitung von f durch

£ (x0) = (F™M) (x0),

sofern die Ableitungen existieren. Man schreibt auch

arf
dat

£ (x0) = == (x0).

(11.9) Beispiele. e Fiirg: R - R, g(x) = c- x* (dabei c eine Konstante) existieren Ablei-
tungsfunktionen beliebig hoher Ordnung; mit Funktionsvorschriften

q'(x)=2cx; q"(x)=2¢; g™ (x)=0firallen>3.



92 11 Differenzierbarkeit (Teil 1)

e Allgemein gilt: Ist p : R — R eine Polynomfunktion vom Grad 7, so ist p{"*!) (x) = 0. Die
Eigenschaft, dass eine (geniigend hohe) Ableitungsfunktion identisch verschwindet,
gilt nur fiir Polynome.

e Flirg: (0, 0) > R, g(x) = % existieren Ableitungsfunktionen beliebig hoher Ordnung.
Wie sich aus den Rechenregeln weiter unten ergeben wird, gilt

f@ = 0= W=

xz, x4...

Wir stellen nun einige allgemein giiltige Fakten zum Thema Differenzierbarkeit zusammen.

(11.10) Satz. Es sei f : D — RR. Ist xg ein innerer Punkt von D, so ist f genau dann diffe-
renzierbar in xo, wenn f’(xg) = f1(xo). Diese beiden Grenzwerte stimmen dann mit f’(x)
tiberein.

(11.11) Satz. Ist f : D — R differenzierbar in xy, so ist f auch stetig in xo.

(11.12) Bemerkung. Die Umkehrung dieser Aussage gilt i.a. nicht.

Eine Anwendung der obigen Sitze ist die folgende Aussage iiber abschnittweise definierte
Funktionen.

(11.13) Satz. Essei D c R, xp innerer Punkt von D und f : D — IR sei definiert durch

fi(x) fur xeD, x<xp
f(x)=A1c fir x=xg
fa(x) fur xeD, x> xp.
Dabei seien f; und f; je in einem Intervall differenzierbar, das x( als inneren Punkt enthalt.
Dann gilt:
* Ist f1(xg) # c oder f2(xp) # c, so ist f nicht stetig in x, also auch nicht differenzierbar.

e Falls f1(x0) = f2(x0) = ¢, so gilt:
f ist differenzierbar in x (und auf D) genau dann, wenn f;(xo) = f5(xo).

(11.14) Beispiel. Gegeben ist mit einer reellen Konstanten c die Funktion

1+x fur x<1
fR->R,f(x)=12 fur x=1
cx?  fir x>1
mit f1: R-> R, fi(x) =1+xund f : R > R, fo(x) = cx?. Zu bestimmen sind alle ¢, fiir
welche f differenzierbar ist.



11 Differenzierbarkeit (Teil 1) 93

Zunidchst ist f1(1) =2 und f>(1) = ¢, also ist f nach Modul 10 stetig genau dann, wenn ¢ = 2.
Fiir ¢ # 2 ist f also sicher nicht differenzierbar.
Fiir ¢ = 2 berechnet man f{(1) =1 und f,(1) =4, also ist f in xo = 1 nicht differenzierbar.

Aus den Grenzwertregeln in Abschnitt 9 und der Definition der Ableitung erhalten wir nun
auch Ableitungsregeln:

(11.15) Satz. Seien f,g : D — R Funktionen, die im inneren Punkt xo € D differenzierbar
sind, sowie c € R. Dann gilt:

* Die Summe f + g und das Vielfache cf sind differenzierbar in xo mit
(f +8)'(x0) = f'(x0) +&'(x0),  (cf)'(x0) = ¢f'(x0)-
¢ Produktregel: Das Produkt f - ¢ ist differenzierbar in xo mit

(f-8)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)8" (x0)-

* Quotientenregel: Ist g(xg) # 0, so ist auch é differenzierbar in xy mit

(f)’(xo) _ f'(x0)g(x0) ~ f(x0)8"(x0)

g g(x0)?

(11.16) Bemerkung. Die Regeln iibertragen sich auf Ableitungsfunktionen.

Eine Anwendung der Ableitungsregeln ist der

(11.17) Satz. ¢ Jede Polynomfunktion p : R - R, p(x) =ap+ayx+ arx% + ... +a,x" ist
in jedem x¢ € R differenzierbar. Es gilt

p'(x0) = ay +2apx + ... + nayx™!

* Jede rationale Funktion f = g (p,q Polynome) ist in ihrem maximalen Definitionsbe-
reich D = {x € R; g(x) # 0} differenzierbar.

(11.18) Beispiele. * Fiir dierationale Funktion 1 : R~ {-1,1} = R, h(x) = 77 berechne

die Ableitung mit der Quotientenregel fiir h(x) = gg; , wobei f(x) =x, g(x)=x2-1:

h’(x) _ g(X)-f’(X)(;J)‘Z(x)-g’(x)
(x2-1)1-x2x _ x2+1

LN R

¢ Wiederum mit der Quotientenregel folgt

(x2-1)%-2x— (x*+1)-2(x?-1)-2x _
_ T - ..

h”(x) —
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11.2 Weiterfiithrende Regeln und Beispiele

Eine weitere wichtige Klasse von differenzierbaren Funktionen liefert der nachste Satz. Vor-

laufig konnen wir aber die Ableitungsfunktion noch nicht genau angeben; mit einer Ausnah-
me.

(11.19) Satz. ¢ Die Eulersche Exponentialfunktion exp, exp x = e*, ist differenzierbar auf
R, und ist gleich ihrer Ableitungsfunktion: exp’ = exp.

®* Esseia>0und f:R - R, f(x) =a*. Dann ist f differenzierbar auf R und es gilt

f'(x)=f'(0)-a* firalle xeR.

Die Ableitungsfunktion f” ist also proportional zu f.

Begriindung (teilweise) : Es lasst sich einfach verstehen, woher die Formel kommt: Fiir xg € R,
heRist f(xo+h) =a*" =a%.4" also }(f(xo+h) - f(x0)) = a™- %(a" - 1) und im Grenzwert
ergibt sich a* - f'(0) fiir h — 0. o

Ohne Beweis (vorlaufig) notieren wir noch:

(11.20) Satz. Esseia e Rund g: (0,00) - R, g(x) = x*. Dann ist g differenzierbar auf (0, o)
und

g (x) = ax* 1.

(11.21) Beispiel. Fiir g(x) = v/x = x'/2 ergibt sich

B 1
Nz

11 1
! W S
g'(x) % %

N|—

Wir wollen nun zwei weitere Ableitungsregeln diskutieren. Wir erinnern dazu an die Kom-
position von Abbildungen (siehe (8.7)) und Umkehrfunktionen (siehe (8.9)).

(11.22) Satz. Sei f : D — R im inneren Punkt xy € D differenzierbar, und f(D) c U c
R. Sei weiterhin ¢ : U - R im inneren Punkt f(xp) von U differenzierbar. Dann ist die
Komposition go f: D - R, x = (go f)(x) = g(f(x)), differenzierbar in xy mit

(g°f) (x0) =8'(f(x0)) - f'(x0)-

(11.23) Beispiele. a) Wir betrachten die Funktion / : R — R mit i(x) = (1 - x?)?’. Dann ist
h die Komposition der Funktionen ¢ : R - R, x ~ 1% und fR->R x—1- %3, d.h.
h(x) = g(f(x)). Mit der Kettenregel ergibt sich damit fiir xg € R

1 (x0) = '(f(x0)) - f'(x0) =20~ (1 - x)"” - (=3x5) = ~60x5 (1~ x5) ™.
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b) Essei f:R >R, f(x)=-x*sowieg:R—>R, g(x)=e*undq=gof (vgl oben).
Dann gilt

@ =@ =g () f) = (20) = 200

(11.24) Satz. Sei f : D — R eine im inneren Punkt xy € D differenzierbare Funktion mit
Yo = f(x0), die eine Umkehrfunktion f~! besitzt, sodass f’(xp) # 0 ist. Dann ist f~* differen-
zierbar in f(xp) = yo mit

1 1
fixo)  f/(F (o))

(f™)'(vo) =

(11.25) Beispiel. Die Funktion f : (0,00) - R, f(x) = x? besitzt die Umkehrfunktion 1 :
(0,00) > R, f_l(x) = \/E

Fiir alle yo > 0 ist also

PR S S
W= F o))~ 2-f (o) 20

(f

Anders ausgedrtickt:

d 1
V" 2%
oder
2 (b=}
dx 2

fur alle x € (0, o).

11.3 Die Approximationseigenschaft der Ableitung
A Gt

Gy

X0

_rd

Die Ableitung einer Funktion an einem Punkt xy bestimmt die Tangentensteigung an ihren
Graphen. Anschaulich scheint klar, dass die Tangente in der Nédhe des Beriihrpunktes den
Graphen gut annahert.
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Wir fithren zunédchst auch offiziell den Begriff der Tangente ein.

(11.26) Definition. Essei f : D — R differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion f’ und
xo innerer Punkt von D. Die Tangente an den Graphen in (xo|f(xo)) ist dann die Gerade mit
Geichung

t(x) = f(x0) + f'(x0) - (x = x0).

Die Approximationseigenschaft driickt sich mathematisch so aus:

(11.27) Satz. Es gibt eine stetige Funktion R; : D - R mit R;(x() = 0, so dass

f(x) = f(x0) + f'(x0) - (x = x0) + Ry (x) - (x = x0) = £(x) + Ry (%) - (x - x0).

(11.28) Bemerkung. Es gilt also f(x) ~ t(x) fiir x nahe xy.

Diese ,lineare Approximation” wird in Anwendungen haufig benutzt.

(11.29) Beispiel (Enzymkatalysierte Reaktion bei geringer Substratkonzentration).
Die MICHAELIS-MENTEN-Gleichung

0([S]) = Omax- L)

Ky +[S]
ergibt
I ([S) = oo e
insbesondere o
'(0) - T,

Fir kleine [S] ist also
vmax
S])~ ——-[S].
o([S) = 222 (5]

Man kann die Approximationseigenschaft fiir mehrfach differenzierbare Funktionen verall-
gemeinern.

(11.30) Definition. Es sei n € IN und f : D — R n-mal differenzierbar mit stetiger n-ter
Ableitungsfunktion. Dann heifst

" (n)
Ty (x) :f(x0)+f'(xo)-(x—x0)+w-(x—x0)2+...+fn—(!x0)-(x—xo)”

das Taylorpolynom zu f vom Grad n im Entwicklungspunkt xo.
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(11.31) Satz. Unter den Voraussetzungen der Definition gibt es eine stetige Funktion R :
D — R mit R, (xp) = 0 so, dass fiir alle x € D gilt

f(x) = Tu(x) + Ru(x) - (x = x0)".

(11.32) Bemerkung. Wir wollen eine Vorstellung davon geben, woher die Koeffizienten
f'(x0), f”(2xo), ., F7%) i1 der Formel kommen.

n!
Betrachte dazu ein Polynom

p(X) = ag + a1x + axx® + azx® + ...+ a,x"
und xg = 0. Dann rechnet man aus:

p(0)=ay, p'(0)=ay, p"(0)=2-a5, p"(0)=6-as,...,p"(0)=nla,.

Also gilt die Formel

n I n
p(x) ~ p(0)+p'(0)-x+ p7(0) 2+ P (O)x3+...+—p ) x"
2 6 n!
tir Polynome von Grad n exakt. Der Versuch einer Verallgemeinerung liegt nahe (und man
kann beweisen, dass er klappt).

(11.33) Beispiele. e f:R-TR, f(x)=+L;. Man berechnet

1+x2°

ooy T2X woon —2(1+x%)+8x?
f (X) - m/ f (X) - (1 +x2)3

Fiir xg = 1 hat man also

) m Tax) = 5 - 5 (x= 1) g (x-1)2

N =
N[~

(Taylorpolynom vom Grad 2).
e Fir f(x)=e"ist f' = f, f"" = f,..., insbesondere fiir jedes m € IN:

£(0) = F(0) = £1(0) = .. = ) (0) =1

Also ist . 3
m
Tm(x):1+x+%+%+...+%
das Taylor-Polynom vom Grad m.
Diese Beobachtung macht die Darstellung der Eulerschen Exponentialfunktion mit der
unendlichen Reihe (vgl. Kapitel 7. 3) vielleicht verstandlicher. Die folgende Skizze stellt

die Graphen von e* sowie des ersten und zweiten Taylorpolynoms dar.
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11.4 Das Newton-Verfahren

Die Approximationseigenschaft der Ableitung ist auch fiir ein effizientes Verfahren nutzbar,
um Losungen von Gleichungen zu bestimmen.

Gy

/

%xlxo

¢ Idee: Ein Funktionsgraph wird lokal durch die Tangente gut approximiert, also hofft
man, eine Nullstelle einer Funktion durch die Nullstelle der linearen Approximation
anzundhern.

* Erster Schritt: Sei f : D - R differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion f’, und x
innerer Punkt von D. Tangentengleichung #(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — xp). Ist f'(x0) # 0
und x; die Nullstelle von ¢, ergibt sich:

f(x0)
f(x0)

0=f(x0)+(x1-x0) f'(x0) <= x1=x0-

Man sieht x; als Ndherung fiir eine Nullstelle von f an.
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e [teriere das Verfahren:

f(x0) f(x1) f(x2)

X1 =X0— , X2 = X1~ » X3 = X2~
f'(x0) f(x) f'(x2)
(11.34) Beispiel. Die Funktion f : R — R, f(x) = x7 +2x -2 mit f’(x) = 7x® + 2, hat nach
dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle in (0,1). Bestimme diese ndherungsweise mit dem
Newton-Verfahren, Start bei x( = 0.

x1 =0~ ficey = 1

Xy =x - 280 _ 1 1_8 088889,

fr(x) — 9
X3 =Xy — jf((’”)) ~ 0.84923,
F()

x4:x3—f(x) ~ (0.84555, usw.

Der letzte Schritt liefert schon eine gute Naherung: f(x) ~ 1.2-107.
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12 Differenzierbarkeit (Teil 2)

(12.1) Erinnerung. ¢ In diesem Modul sind Definitionsbereiche von Funktionen stets end-
liche Vereinigungen paarweise disjunkter, nicht ausgearteter Intervalle.

¢ Wir nennen x* einen linken bzw. rechten Randpunkt von D, wenn x* linker bzw. rechter
Randpunkt eines dieser Intervalle ist.

e Wir nennen x* einen inneren Punkt von D, wenn x* innerer Punkt eines dieser Inter-
valle ist.

12.1 Extrema, Monotonie und Konvexitit

Aus dem Schulunterricht ist Thnen vermutlich bekannt, dass die Ableitung zur Bestimmung
von Extremstellen niitzlich sein kann. Genauer geht es hier um lokale (oder relative) Extrem-
stellen.

(12.2) Definition. Essei f : D - R eine Funktion.

a) Ein xp € D heifst relative (oder lokale) Minimalstelle von f, wenn es ein r > 0 gibt, sodass
f(x0) < f(x) furalle x € (xg—7,x0+7) N D.
Es heifit f(x¢) dann relatives (oder lokales) Minimum von f.

b) Ein xg € D heifst relative (oder lokale) Maximalstelle von f, wenn es ein r > 0 gibt, sodass
f(x0) > f(x) furalle x € (xo—1,x0 +7) N D.
Es heifit f(x¢) dann relatives (oder lokales) Maximum von f.

(12.3) Bemerkung. Extrema einer Funktion (falls sie existieren) sind auch lokale Extrema.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

(12.4) Satz. Sei f : D — R und x ein innerer Punkt von D. Ist dann x( lokale Extremstelle
und f differenzierbar in x, so gilt f'(xo) = 0.

Begriindung : Wir nehmen an, dass x( eine lokale Maximalstelle von f ist. Dann gibt es ein
r >0, sodass fiir 0 < h < r gilt

f(xo+h) - f(x0) <0

also f;(x0) <0,

h /4
und L
flxo- _)h‘ FG0) S0, also £/ (x0) 0,
gilt. Da f in x differenzierbar ist, muss also gelten
f'(x0) = fi(x0) = fL(x0) = 0. O

Ist xo eine Minimalstelle, geht man analog vor.
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(12.5) Beispiele. e f:R > R, x ~ x* besitzt in xq = 0 ein relatives (und absolutes) Mini-
mum.

e ¢:R > R, x » x° besitzt in xy = 0 kein relatives Extremum, denn g ist streng mono-
ton wachsend. Die Bedingung ¢'(xp) = 0 aus dem Satz ist also notwendig, aber nicht
hinreichend.

e Fir h : R - R, h(x) = x* -2x2 +1 ist i/(x) = 4x% - 4x. Die Kandidaten fiir lokale
Extremstellen sind also die Nullstellen x; = 0, x23 = +1 von h'. Wegen lim,_, h(x) = o0
besitzt h kein globales Maximum. Aus h”(x) = 12x* - 4 folgt 1" (0) < 0, also liegt (mit
einem Kriterium, das weiter unten vorgestellt wird) bei x; = 0 eine lokale Maximalstelle.

Fiir eine differenzierbare Funktion auf D findet man also tiber die Nullstellen der Ableitung
zundchst nur Kandidaten fiir lokale Maximal- und Minimalstellen. Ob tatsdchlich lokale Ex-
trema vorliegen (und ggf. welche), bedarf weiterer Untersuchung. Auch dafiir helfen Ablei-
tungen.

Die Ableitungsfunktion einer Funktion erleichtert auch die Untersuchung ihres Monotonie-
verhaltens.

(12.6) Erinnerung. ¢ f:D - Rheifst monoton wachsend, wenn aus x1,x € D und x; < xp
stets f(x1) < f(x2) folgt. Gilt fiir x; < x; sogar stets f(x1) < f(x2), so heifit f streng
monoton wachsend.

* f heifst monoton fallend, wenn aus x3,x; € D und x7 < x7 stets f(x1) > f(x2) folgt. Gilt
fur x1 < x; sogar stets f(x1) > f(x2), so heifit f streng monoton fallend.

* Ist f monoton wachsend oder monoton fallend, dann heifit f kurz monoton.

¢ Ist f (entweder) streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, dann heifit f
kurz streng monoton.

(12.7) Satz. Essei D c R, I c D ein Intervall, und f : D — R sei stetig auf I sowie differen-
zierbar in allen inneren Punkten von I. Dann gilt:

a) Ist f'(x) = 0 fiir alle inneren Punkte x von I, dann ist f auf I konstant.

b) Ist f'(x) > O fiir alle inneren Punkte x von I, dann ist f auf I streng monoton wachsend.

c) Ist f(x) <0 fiir alle inneren Punkte x von I, dann ist f auf I streng monoton fallend.

(12.8) Bemerkung. Verlangt man in Teil b) bzw. ¢) des Satzes nur f'(x) > 0 bzw. f'(x) <0
tiir alle inneren Punkte von I, dann ist f monoton wachsend bzw. fallend auf I.

(12.9) Beispiele.  * Die Funktion f: R - R, f(x)=x’+2x-2istwegen f'(x) = 7x0+2 >
2> 0 fiir alle x € R streng monoton wachsend auf IR.
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* Betrachte die Funktion ¢ :[0,00) - R, g(x) = ©_ Mit der Quotientenregel ist

1+x5°

¢(x) = 5.x*(1+x°)-5-x° _ 5.x*
(1+x5)2 (1+x5)

5 > 0 auf (0, c0).

Somit ist ¢ streng monoton wachsend.
Folgerung mit Hilfe des Zwischenwertsatzes: Die Gleichung % = 1 hat genau eine
Losung in (0, 00), da g(0) = 0 und etwa g(1) = %

Nun zur genaueren Diskussion von relativen Maxima und Minima. Wir betrachten Vorzei-
chenwechsel der ersten Ableitung, um hinreichende Kriterien zu erhalten.

(12.10) Satz. Seien f : D — R eine Funktion, I c D ein offenes Teilintervall, x € I sowie f
differenzierbar in jedem Punkt von I'\{x(} und stetig in x.

a) Gilt f'(x) > 0 fur alle x € I, x < x9, und f'(x) <0 fur alle x € [, x > x¢, dann ist x( eine
lokale Maximalstelle.

b) Gilt f'(x) < 0 fiir alle x € I, x < xg, und f'(x) > 0 fiir alle x € I, x > xp, dann ist x( eine
lokale Minimalstelle.

Begriindung : Anschaulich ist dieser Sachverhalt klar. Wenn die Funktion (in einer Umgebung
von xg) beispielsweise links von xp monoton steigt und rechts von xy monoton fallt, dann ist
Xo in der Tat eine Maximalstelle. m|

Fiir zweimal differenzierbare Funktionen hat man weitere Kriterien:

(12.11) Satz. Seien f : D — R eine Funktion, x( ein innerer Punkt von D. Ist f an der Stelle
xo zweimal differenzierbar und gilt fiir die erste Ableitung f'(x) = 0, dann gilt:

a) Ist f"(xp) < 0, dann liegt an der Stelle x; ein lokales Maximum.

b) Ist f""(xp) > 0, dann liegt an der Stelle x( ein lokales Minimum.

Begriindung : Mit Taylor fiir die Ableitungsfunktion gilt etwa im Fall a): f'(x) ~ f'(x) +
" (x0)(x —x0) = f"(x0)(x — xp) und die rechte Seite ist > 0 fiir x < xo sowie < 0 fiir x > xq.
Nach dem vorhergehenden Satz liegt eine lokale Maximalstelle vor.

(12.12) Beispiele. a) Gesucht sind die relativen Extremalstellen von f : R - R, f(x) =
x-e .
Mit f'(x) = e +x-e7*-(-1) = (1-x)-e ¥ ist xp = 1 die einzige kritische Stelle (d. h.
Nullstelle von f’). Wegen f”(x) = (x-2)-e™* ist f”(1) = —e~! < 0 also liegt eine lokale

Maximalstelle vor.
x-1 ,falls x>1
b) Fir¢:R - R, x)=|x-1]= ! ilt:
) Frg S P
g ist stetig auf R; g ist differenzierbar in (-oo,1) mit ¢'(x) = -1; g ist differenzierbar in
(1, 00) mit g’(x) = 1. Das allgemeine Kriterium zeigt nun, dass x¢ = 1 eine lokale Minimal-
stelle ist.
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Wir fassen schliefSlich zusammen, was sich tiber die Suche nach ,globalen” Maximal- und
Minimalstellen sagen ldsst.

(12.13) Satz. Es sei f : D — R stetig und es gebe hochstens endlich viele Stellen, an denen
f nicht differenzierbar ist. Ist xo € D lokale Extremstelle von f, so gilt eine der folgenden
Aussagen:

® ¥ ist kein innerer Punkt von D;

¢ fistin xp nicht differenzierbar;

e f'(xg) =0.

Bekanntlich miissen Maxima bzw. Minima nicht existieren. Ist aber D = [a, b] ein abgeschlos-
senes und beschrinktes Intervall, so existieren nach dem Satz vom Minimum und Maximum
globale Extrema.

(12.14) Beispiel. Betrachte 7:[-3,3] > R, ¢(x) = x> - 3x + 4. Gesucht sind die Maxima und
Minima von 4.

Da g tiberall differenzierbar ist, miissen nur Nullstellen der Ableitung und Randpunkte un-
tersucht werden.

Mit ¢'(x) = 3(x*> - 1) sind x; = 1 und x; = -1 die kritischen Punkte. Wir rechnen jetzt einfach
Funktionswerte aus:

3. 23
9(=3)=-14, q(-1)=6, q(1)=2, q(5)=—¢=2,875

Das zeigt: Das Minimum von g ist —14 (Minimalstelle -3); das Maximum ist 6 (Maximalstelle
-1).

(12.15) Bemerkung. Hinter den Monotoniekriterien in (12.7) und auch hinter der Taylor-
entwicklung (11.27) und (11.30) steckt ein grundlegender Satz, der

Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Ist f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so existiert (mindestens) ein

x* € (a,b) mit
f(0) = f(a) _

h_g
a2

£,
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Y

Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, dass es ein x* gibt, fiir das die Steigung der Tangen-
te im Punkt (x*|f(x*)) gleich der Steigung der Sekante durch (a|f(a)) und (b|f (b)) ist.
Physikalisch bedeutet der Mittelwertsatz, dass zu mindestens einem Zeitpunkt die mittlere
Geschwindigkeit zwischen a und b gleich der Momentangeschwindigkeit ist. Dies ist fiir
Funktionen mit stetiger Ableitung intuitiv verstandlich: Wenn man etwa eine Stunde lang
mit dem Auto fahrt und der Tacho immer weniger als 100km/h anzeigt, dann legt man
weniger als 100 km zurtick.

Man kann den Mittelwertsatz auch fiir genauere Abschidtzungen verwenden, etwa was das
Wachstumsverhalten von Funktionen betrifft. Dies soll hier aber nicht vertieft werden.

Die zweite Ableitungsfunktion (falls existent) ist relevant fiir Kriimmungseigenschaften des
Graphen.

(12.16) Definition. Es sei f : D - R zweimal differenzierbar und I c D ein nichtausgearte-
tes Intervall.

* Man sagt, f ist konvex (oder linksgekriimmt) auf I, wenn f”(x) > 0 fiir alle x € I.

e Man sagt, f ist konkav (oder rechtsgekriimmt) auf I, wenn f”(x) <O fiir alle x € I.

Man kann sich eine anschauliche Vorstellung von Konvexitdt und Konkavitdt machen: Fahrt
man z.B. mit dem Fahrrad auf dem Graphen einer konvexen Funktion, so muss man den
Lenker bei zunehmendem x gerade halten oder links einschlagen.

(12.17) Beispiele. ¢ Eulersche Exponentialfunktion: exp”(x) = exp(x) > 0 fiir alle x € R;
also ist exp auf ganz R konvex.

e Die Funktion ¢: R —» R, g(x) = x® - x erfiillt g (x) = 6x, also ist sie auf (—oco, 0) konkav
und auf (0, o) konvex.
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Wendestellen einer Funktion sind Stellen, an denen sich die Art der Kriimmung &dndert.

- entweder f”(x) <0 furalle x € (x* -7, x*) und f"(x) >0 fiir alle x € (x*,x* +7),

- oder f"(x) >0 furalle x € (x* —r,x*) und f”(x) <0 fiir alle x € (x*, x* +7).

(12.18) Definition. Es sei f : D — R zweimal differenzierbar und x* ein innerer Punkt von
D. Man nennt x* eine Wendestelle und (x*| f(x*)) einen Wendepunkt von f, wenn f" bei
x* sein Vorzeichen dndert; d.h. es gibt ein > 0 mit (x* -7, x* +7) c D und

(12.19) Bemerkung. Ist f stetig, so gilt notwendigerweise f”(x*) = 0 bei einer Wendestelle.

(12.20) Beispiele. Wir betrachten zwei Hill-Funktionen:

e Essei K>0und

hy: [0, 00) > R, hy(x) =

-2K

x
X mithY(x) = —
Kex 1(%) (K+x)3

Diese Funktion ist konkav auf [0, o) (kein Wendepunkt).

e Nun sei K > 0 und

Ausrechnen ergibt

h22 [O, OO) —>IR,

" 2
hy(x) =

2

X
hz(x) = —KZ N xz.
K* - 6K2x2
(K% +x2)3

und einen Wendepunkt bei x* = K//3 (,,sigmoider Verlauf”).

12.2 Anwendung: Lineare Regression

Die Formel fiir lineare Regression gehort zur Grundausstattung, wenn man Daten auswerten

will. Deshalb soll sie hier
auch vorgestellt werden.
Das Problem ist wie folgt:
Gegeben sind r (ge-
messene) Punkte
(x1ly2), ..., (x¢lyr) in der
Ebene.  Aufgrund von
Modellannahmen geht
man davon aus, dass diese
Punkte auf einer Gerade
liegen. Dies ist jedoch meist
nur ndherungsweise der
Fall, etwa wegen Messfeh-
lern oder wegen nicht ganz
exakter Modellierung.

AY
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(12.21) Fragestellung. Wie bestimmt man eine moglichst gute Approximation dieser Mess-
punkte durch eine Gerade? In der Skizze ist die Situation beispielhaft dargestellt und es sind
zwei Geraden eingezeichnet, die beide recht gut zu approximieren scheinen.

Fiir eine mathematische Behandlung muss man zunéichst festlegen, was man mit ,, moglichst
guter Approximation” eigentlich meint. In vielen anwendungsrelevanten Fillen geht man
davon aus, dass die Summe der Abstandsquadrate zu minimieren ist.

(12.22) Definition. Gegeben seien (> 2) Punkte (x1y2), ..., (x/[y,) im IR?. Die Regressions-
gerade zu diesen Punkten hat die Gleichung

y=g(x)=mx+b,

wobei m und b so bestimmt werden, dass
s
> (mxg+b-y)*
k=1

minimal wird. (Beachte, dass |mx; + b - ;| gerade der Abstand von (xy|mxy +b) und (xx|yx)
in der Ebene ist.)

(12.23) Satz. Die Parameter der Regressionsgeraden bestimmen sich wie folgt:

ry xkyk‘(zr: xk)(iyk)
= k=1 k=1

T T
r ¥ xg— (% x)?
=1 i1

(2 32)(E 1) - (£ %) (S Xewe)
b _ k=1 k=1 k=1 k=1

r r
rYag- (3 )2
= =

(Es gibt noch andere - nattirlich 4quivalente - Arten, m und b darzustellen.)

Begriindung : Diese geht etwas tiber den Stoff dieses Skripts hinaus, ist aber sehr instruktiv.
Nochmal das Problem:

Gegeben sind (x1]y2), ..., (x/[yr); gesucht sind m und b so, dass ¥;_, (mxy + b - y;)* minimal
wird. Das ist eine Funktion von zwei Variablen m und b. Um diese mit uns bekannten Mitteln
zu behandeln, hilft folgender Trick:

* Man nehme an, dass das ,richtige” b schon gefunden ist. Dann sucht man das Mini-
mum der Funktion

fi(m) =3 (mx+b-yx)?

einer Variablen m. Kritische Stellen via Ableitung:

02 fi(m) = 3 2(mxe +b-yi) - xi
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umgestellt (und die 2 gekiirzt):
(*) (o) -m+ (o x) b= 3 xey

¢ Nimmt man andererseits an, dass das ,richtige” m schon bekannt ist, so sucht man das
Minimum der Funktion

f2(b) = ¥ (mxy + b - yi)?
einer Variablen b. Hier ergibt sich

0=f3(b) = 2(mxp +b—yp);

oder

(**) (2 xk)-m+r-b=3 yy

Man kann (*) und (**) als lineares Gleichungssystem auffassen (zwei Gleichungen fiir
die zwei Unbekannten m und b) und gemafs 2.20 I6sen. Dies ergibt die Formeln im Satz.
]

(12.24) Bemerkung. Der Trick, eine Variable (b bzw. m) festzuhalten und nach der anderen
(m bzw. b) zu differenzieren, fithrt auf partielle Ableitungen. Man hat hiermit einen Ansatz,
lokale Extrema von Funktionen in zwei (oder mehr) Veranderlichen zu bestimmen.

12.3 Eulersche Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

Die Eulersche Exponentialfunktion ¢* (mit der Eulerschen Zahl e ~ 2,72 als Basis) haben wir
schon friither eingefiihrt.

(12.25) Erinnerung. ¢ Die Eulersche Exponentialfunktion wurde definiert durch die Ex-
ponentialreihe

. [e3e) le
e =exp(x) = ZF' xelR.
n=0 "**

e Fiiralle x,y € R gilt
ex+y =¥ ey;

weiterist e’ =1 und e = C% fiir alle x € R.

e Die Eulersche Exponentialfunktion ist differenzierbar auf R mit (¢*)’ = e*. Allgemeiner
mit der Kettenregel: Ist ¢ eine Konstante, so gilt

(e”‘)’ =c-e™.

Zum Verhalten der Exponentialfunktion gilt:
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(12.26) Satz. * exp ist streng monoton wachsend.
* Der Wertebereich von exp ist (0, o).
e Es gilt limy_, o €* = co und limy_,_o ¥ = 0.

* exp wdchst starker als jede Polynomfunktion”: Ist P Polynomfunktion, so gilt

lim P(x)-¢e*=0 und lim P(x)-e*=0.
X——o00

X—>00

exp(x)

0 X

Weil die Eulersche Exponentialfunktion stetig und streng monoton wachsend mit Wertebe-
reich (0, c0) ist, gilt der

(12.27) Satz. exp besitzt eine Umkehrfunktion, die auf (0, oo0) definiert ist.

(12.28) Definition. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heifst natiirlicher Loga-
rithmus und wird mit
In:(0,00) >R, x+~In(x)(=Inx)

bezeichnet.

Aus Eigenschaften der Exponentialfunktion und Sétzen tiber Umkehrfunktionen erhélt man:

(12.29) Satz. e Fiir alle x € R gilt In(e*) = x.
e Esgilte™? =y faralle y € (0, 00).
¢ Spezielle Werte: In1 =0 und Ine =1.

¢ Esgiltlimy_, o Inx = co und limy g Inx = —co.
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¢ In wichst schwacher als jede Potenzfunktion”: Fiir alle « > 0 gilt

lim ln_x =0 und limx*-lnx=0.
x—oo x& x40

* In: (0, 00) - R ist stetig und streng monoton wachsend.

In(x)

in(l) =0 x

(12.30) Satz. Die Ableitungsfunktion des nattirlichen Logarithmus ist %, d.h.In'(x) = % far
alle x > 0.

Begriindung : Nach der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen gilt fiir x € (0, o0)
1 1 1

(Inx)"= exp’(Inx) B exp(Inx) x’ ]

(12.31) Satz (Funktionalgleichung des In). Fiir alle x,y € (0, o) gilt

In(xy) = In(x) +In(y), In (5) - In(x) - In(y).

Weiter gilt fiiraller e R, x >0
In(x") =7-In(x).

Begriindung : Nach Satz 12.29 und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ergibt
sich
eln(xy) —x-y= elnx . elny _ elnx+1ny'

Also
In(x-y) = In(e™CY)) = In(eOMW)) — jny +1Iny o
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12.4 Allgemeine Exponentialfunktion und Logarithmen

Mit Hilfe der Eulerschen Exponentialfunktion lassen sich auch die Exponentialfunktionen zu
jeder anderen Basis darstellen:

(12.32) Satz. Esseia > 0. Dann gilt

a* = exp(x-Ina) =™ fiiralle xeQ.

Das ist der Anlass fiir die offizielle

(12.33) Definition. (Allgemeine Exponentialfunktion):

a* =exp(x-Ina) =" fiiralle xeRR.

(12.34) Bemerkung. e Die allgemeine Exponentialfunktion ist differenzierbar mit
(a*) =Ina-a*.
¢ Damit ist auch die allgemeine Potenz fiir x > 0, b € R definiert:

xh _ eb~lnx'

(12.35) Definition. Fiir a € R, a > 1 wird die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion f :
R — R, f(x) = a* zur Basis a mit log, x bezeichnet und der Logarithmus von x zur Basis a

genannt.

(12.36) Satz. Fiir x,y,a e Rmita>1und x>0,y > 0ist

_ Inx

L4 logax =T

° loga(x'y) = loguX+logay'

* (loga x), = x~11na'

Der Logarithmus zur Basis 10 ist besonders angepasst an unser gingiges Zahlsystem (Stel-
lenwertsystem zur Basis 10). Deshalb kommt er oft in der Praxis vor.

(12.37) Definition. Den Logarithmus von x zur Basis 10 bezeichnen wir mit
log, x =1gx

und nennen ihn Zehnerlogarithmus oder dekadischen Logarithmus.
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(12.38) Bemerkung. Es gilt beispielsweise: log,,10 = 1g10 = 1, log,,100 = 1g100 = 2,
lg1000=3,...,1g % = -1; allgemein 1g(10") = n.

Wir kommen schliefslich nochmal auf die allgemeine Potenzfunktion zuriick. Zur Erinne-
rung: Ist « € R gegeben, dann gilt fiir alle x > 0

x" =exp(a-Inx).

(12.39) Bemerkung. * Die schon friiher angegebene Ableitungsregel
(xa)/ - - xa—l

kann man nun mit der Kettenregel nachweisen.

* Ebenso folgen Potenzregeln wie x**F = x* . xP nun aus Rechenregeln fiir exp und In.
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13 Exponential- und Logarithmusfunktionen in Anwendungen

13.1 Die Eulersche Exponentialfunktion und Differentialgleichungen
Die Eulersche Exponentialfunktion ist vor allem deshalb in Anwendungen von tiberragender
Wichtigkeit, weil sie sog. Differentialgleichungen eines speziellen Typs 16st.

Wir wissen schon: Ist a € R eine Konstante und f(x) = ¢, so gilt f'(x) =a-e™ =a- f(x). Diese
Aussage lasst sich umkehren und verallgemeinern.

(13.1) Satz. * Seien I c R ein nichtausgeartetes Intervall und a € R eine Konstante. Jede
Funktion f : I - R, welche die Differentialgleichung y’' = a-y 16st, d.h. f'(x) =a- f(x)
fur alle x € I erfiillt, hat die Gestalt

f(x)=c-e" (cDbeliebige reelle Konstante).

* Seien I c R ein nichtausgeartetes Intervall und a,b € R, a # 0. Jede Funktion f : I - R,
welche die Differentialgleichung y' =a-y+b 16st, d. h. f'(x) =a- f(x) +b furalle x €
erfiillt, hat die Gestalt

f(x) = —Z +c-e™ (cbeliebige reelle Konstante).

Begriindung : a) Wir betrachten die Funktion ¢ : I - R, x — ; )f;(&)m. Dann ergibt sich fiir die
Ableitung von g
¢y - IR0~ f() aexplar) f(x)-af(x)

exp(ax)? exp(ax) ' O

Somit gilt f(x) = cexp(ax), c € R konstant. Da %(c -exp(ax)) = a-cexp(ax), liegt eine Losung
der Differentialgleichung vor.
b) Betrachte h(x) = f(x) + g, mit 4’ (x) = a-h(x), und wende Teil a) an.

(13.2) Beispiele. a) Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen f : R - R, die
f'(x) = -2f(x) + 3 erfiillen. Nach dem Satz gilt

3
f(x) = §+C'€_2x,

wobei c eine beliebige Konstante ist.

b) Gesucht sind alle differenzierbaren Funktionen ¢ : R — R, die ¢'(x) = g(x) -4, ¢(0) = -1
erfiillen. Nach dem Satz ist zundchst

g(x)=4+c-e

mit einer Konstante c. Einsetzen von g(0) = -1 liefert 4 + ¢ = -1, also ¢ = —5. Insgesamt somit
g(x) =4-5e*
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(13.3) Bemerkung. Differentialgleichungen kommen héufig in Anwendungen vor. Hier soll
der Hintergrund erldutert werden.

* Viele zeitabhingige Systeme haben die Eigenschaft, dass die Anderungsrate ihrer
Kenngrofie (z.B. Konzentration) durch den momentanen Wert dieser Grofie bestimmt
wird.

e Beschreibt f(t) die zeitliche Entwicklung dieser Grofle, so gibt die Ableitung f'(t)
bekanntlich ihre momentane Anderungsrate an.

» Wird die Anderungsrate durch den momentanen Zustand bestimmt, so gibt es also
eine Funktion & derart, dass fiir alle ¢ gilt

f'(t) = h(f(1)).
Das nennt man eine Differentialgleichung.

Typisch in solchen Situationen ist, dass man die Funktion f zunédchst nicht kennt, sondern
nur die Differentialgleichung, welche sie erfiillt.

e Ist speziell /1 eine lineare Funktion, speziell h(y) = k -y + b mit Konstanten k und b, so
hat man eine lineare Differentialgleichung

fi(t) =k-f(t) +b
wie im Satz oben.

e Ist i differenzierbar mit stetiger Ableitung und 1(0) =0, so ist h(y) ~ k -y fiir , kleine”
y, wobei k = h'(0) (Taylorentwicklung), also / ,ndherungsweise linear”.

e Also hat man f'(t) ~ k- f(t) und man erwartet, dass die Losungen von f'(t) = k- f(t)
Losungen der ,richtigen” Differentialgleichung gut anndhern. In gewissem Rahmen
ist das richtig; der Beweis benotigt aber viel Theorie.

(13.4) Beispiel. Von 10 g einer radioaktiven Substanz sind nach 2 Tagen 10% zerfallen. Wie
viel ist nach 7 Tagen noch von der Substanz vorhanden?

* Bezeichnet m(t) die Masse der vorhandenen Substanz zur Zeit t (Zeiteinheit: Tage (d))
und mg die Masse zur Zeit t = 0, so ist mit dem Zerfallsgesetz

kt

m(t) =my-e™ (k>0 konstant).

(Beachte: k ist eine dimensionsbehaftete Grofie; Einheit %.) In unserem Beispiel ist mg =
10, also m(t) = 10-e7*.

¢ Wir konnen k berechnen: 10% von 10 g sind nach 2 Tagen zerfallen, d. h.

m(2) =9 < 10-e 2 =9 < ¢*2-0,9 < —k-2=1n0,9,

also k = -1202 ~ 0,05 (Einheit 1).
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¢ Somit erhalten wir
m(t) =10-e 0%,

speziell
m(7) =10-e7%%7~10.0,7=7.

Nach 7 Tagen sind noch 7 g der Substanz vorhanden.

* Zu welchem Zeitpunkt ¢y sind 8 g der radioaktiven Substanz zerfallen? Zur Zeit ¢y sind
noch 2 g tibrig. Zu losen ist also die Gleichung m(t() = 2:

m(ty) =2 < e %% = 0,2 & -0,05t) = In0,2,

also tg = —%‘% ~ 32,2. Nach ca. 32,2 Tagen sind 8 g der Substanz zerfallen.

(13.5) Beispiele. a) Das Zerfallsgesetz fiir radioaktiven Zerfall: Beschreibt die Funktion f(t)
die zur Zeit t vorhandene Menge einer radioaktiven Substanz (in geeigneten Einheiten), dann
gibt der Betrag ihrer Ableitung f’(t) die Zerfallsgeschwindigkeit (Aktivitit) zur Zeit t an. Das
Zerfallsgesetz besagt:

Es gibt eine Konstante k > 0, sodass

fi(t) = k- f(#).

Man nennt k auch Zerfallskonstante der Substanz. Nach dem Satz gilt dann

£(1) = F(0) -7

b) (Ausspiilen einer Verunreinigung)

Ein Gefaf3 ist mit Wasser (Volumen V) gefiillt,

in dem eine Fremdsubstanz (Masse m) gelost S
ist. Mit einem Pumpmechanismus wird reines v — v
Wasser zugefiihrt und Gemisch abgefiihrt, bei- Zuflus SE Abfluss

des mit derselben konstanten Rate v (Dimensi-
on: Volumen/Zeit). Ein Rithrwerk sorgt dafiir,
dass die Konzentration nicht rdumlich vari- Hi Riithrwerk
iert. Der Zustand des Systems zum Zeitpunkt
t ist somit durch die Masse m(t), oder auch
durch die Konzentration c(t) = @, vollstan-
dig beschrieben.

(D))

Wir leiten (anschaulich) eine Gleichung fiir

m(t) her:

In einem , kurzen“Zeitintervall zwischen t und t + At ist die Massendnderung der Substanz
etwa gleich

—c(t)-(v.At):—@.v-At

also die Konzentration zur Zeit t multipliziert mit abgefiihrtem Volumen. (Da reines Wasser
zuflief3t, liefert der Zufluss keinen Beitrag.) Also gilt

m(t+ At) - m(t) » —m(t) - % At
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und der Grenziibergang At — 0 liefert die Differentialgleichung

dm(t) _ v

¢) (Diffusion durch eine Membran)

In einem geteilten Gefdfs, dessen beide Teile gleiches Volumen V haben, befinden sich Salz-

16sungen mit unterschiedlichen Konzentrationen c¢; bzw. c;. Die Losungen sind durch eine

Membran voneinander getrennt. Diffusion durch die Membran gleicht das bestehende Kon-

zentrationsgefille aus. Die beiden Konzentrationen werden durch Funktionen beschrieben,

die von der Zeit t abhdngen und die wir als differenzierbar annehmen. Die Gesamtmasse
my(t)

m(t) = my(t) +my(t) des gelosten Salzes bleibt zeitlich konstant. Wegen ¢ (t) = =~ und

co(t) = sz(t) bleibt also auch ¢y (t) +ca(t) = M = I konstant, d.h. & (c1(t) +c2(t)) = 0.
Wir erhalten somit %cl(t) = —%cz(t).
Ein empirisches Gesetz besagt, dass fiir kleine Konzentrationen die Anderungsgeschwindig-

keit die Beziehung

d“;l_it) = —k(e1(£) - ca(1))

erfiillt, wobei k eine positive Konstante ist, in die z. B. die Temperatur und die Beschaffenheit
der Membran mit eingeht. Weiter ist mit

dey(t) _ deo(t)
dt  dt

also p
%(61(1‘) —0o(t)) = =2k~ (c1 () — c2(t)).

Hierzu ein Zahlenbeispiel: Definieren wir f(t) := c1(t) — c2(t) (t in Sekunden), dann ist bereits
bekannt, dass f'(t) = %(cl(t) —ca(t)) = —2kf(t) ist. Nach dem Satz ist f somit von der Form
f(t) = r-e7?, 1 € R konstant. Haben wir fiir die Konzentrationen c; und ¢, die Anfangsbe-
dingungen zur Zeit t = 0 mit ¢;(0) = 50g/1 bzw. c(0) = 0 gegeben, dann konnen wir die
Konstante r bestimmen. Es gilt nimlich

£(0) =c1(0) - c2(0) <= 770 =¢;1(0) - 2(0) = r=c1(0)—c2(0) = r="50.
Damit ergibt sich fiir unsere Funktion f
F(t) =50-¢7 2,
Mit ¢q(t) + c2(t) = 50 folgt nun
c1(£) =25(1 +e ) und ¢ (t) = 25(1 — 2.

Ist der Modellparameter k mit k = 0, 0005% gegeben, erhalten wir z. B. fiir ¢; nach 1 Minute
(=60s)
c1(60) = 25(1 + ¢ 000160y = 95(1 4 7006y x 48 5 (Einheit: g/1)

und nach 1 Stunde (= 3600s)

c1(3600) ~ 25,7 (Einheit: g/I).
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Betrachtet man die Konzentrationen c; und c; auf lange Sicht, so ergibt sich fiir den Grenz-
wert f — oo
tlim €1 = tlim c=25g/l
d) (Enzymkatalysierte Reaktion bei geringer Substratkonzentration)
In Kapitel 11. 3 wurde gezeigt, dass in diesem Fall ndherungsweise die Gleichung

d[S](t) _ Umax

dt K

[S1(#)

gilt. Nach dem Satz konnen wir ihre Losung angeben: Mit der Anfangskonzentration [S](0) =
So gﬂt:

Umax
S](t) =So- - -t]).
[S1(8) = So-exp (222 1)
(Nattirlich ist die Umsatzgeschwindigkeit hier alles andere als nahezu konstant: Auch sie
hédngt exponentiell von der Zeit ab. Aber fiir diesen Fall haben wir die ndherungsweise Kon-
stanz auch nie behauptet.)

(13.6) Bemerkung. * Die lineare Differentialgleichung

y=ay

mit a > 0 wird auch zur Modellierung des Wachstums von Populationen benutzt. Aber
fiir langere Zeitraume ist dieses Modell unrealistisch (Bevolkerungsexplosion).

¢ Realistischer zur Beschreibung von Wachstum in einem begrenzten Lebensraum ist
die sog. logistische Gleichung

y':a-y-(l—%),wobeia>0undK>0.

¢ Biologische Interpretation der Parameter: a ist die Wachstumsrate bei kleinen Popula-
tionsgrofien (beachte limy_,o a- (1 - %) =a); K ist die , Kapazitdt” des Lebensraums fiir
die betrachtete Spezies.

(13.7) Satz. Alle Losungen der logistischen Gleichung mit positivem Anfangswert bei t = 0

sind gegeben durch
K

1+c-e®t’

f(#) =

wobeli ¢ eine reelle Konstante ist.

Man kann hier jedenfalls nachrechnen, dass f wirklich eine Losung darstellt. Die Bedeutung
der Kapazitdt K erschliefit sich, wenn man tlim f(t) = K beachtet.
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13.2 Die Poisson-Verteilung

Eine Anwendung der Exponentialfunktion in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist in der Poisson-
Verteilung zu finden. Hier ist auch die Reihendarstellung wichtig.

(13.8) Definition. Sei A > 0. Die Zuordnung

N0—>]R, kHP)\(k) = —¢€

heifst Poisson-Verteilung zum Parameter \.

(13.9) Satz. P, aus der Definition ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf No mit Erwar-
tungswert A, also

e Py(k) >0 fiir alle k € Ny,
® Z]:ZO P)\(k) = 1/
o 320k Pe(A) = A

Die zweite und dritte Aussage des Satzes begriindet man mit der Reihendarstellung der Ex-
ponentialfunktion.

(13.10) Bemerkung. * Die Poisson-Verteilung beschreibt unter gewissen Voraussetzun-
gen z.B. die Wahrscheinlichkeit, dass in einer vorgegebenen Zeitspanne ein Ereignis E
genau k-mal eintritt. Der Parameter A gibt dabei den Erwartungswert, also die mittlere
Zahl der Ereignisse in dieser Zeitspanne an.

¢ Analog zur Vorgehensweise bei Bernoulli-Experimenten fithrt man auch hier eine Zu-
fallsvariable X ein, welche die Anzahl der Ereignisse im vorgegebenen Zeitintervall
misst. Man hat dann kurz gefasst

P(X = k) = Py (k).

(13.11) Beispiel. An einem Postschalter werden in 10 min im Mittel 6 Kunden abgefertigt,
d.h. X = 6. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in 10 min genau k Kunden abgefertigt werden,
betragt dann laut Poisson-Verteilung

P(,(k) = —8_6.

Somit ergibt sich fiir k € {0, ...,8}
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Ps(0)=e®=~2,5-1073 (0,25%),
Ps(1)=6-¢°~1,5-1072 (1,5%),
Ps(2) =3-Pg(1) ~4,5-1072 (4,5%),
Ps(3) =2-Ps(2) ~8,9-1072 (8,9%),
Ps(4) =3 -Ps(3) ~1,3-107" (13%),
Ps(5) = é -Ps(4) ~1,6-1071 (16%),
Ps(6) =2-Ps(5) ~1,6-107" (16%),
Ps(7) = é -Ps(6) ~1,4-107" (14%),
Ps(8) =5 Ps(7) ~1,0-107" (10%).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man als 6. Person in der Schlange nach 10 min noch nicht
dran ist, ist damit

16% +13% +8,9% +4,5% +1,5% + 0,25% ~ 44%.

(13.12) Erinnerung. Bei n-maliger Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p ist die Wahrscheinlichkeit fiir k Erfolge gleich

By (k) = (Z) pra-p) .

Die Poisson-Verteilung lasst sich als Grenzfall der Binomialverteilung auffassen:

(13.13) Satz. Fiir A > 0 und festes k € Ny gilt

. AR
r}g{)‘o Bn,)\/n(k) = Pk(>‘) = Fe A'

(13.14) Bemerkung. Bei immer mehr Wiederholungen, mit konstantem np, wird die Bino-
mialverteilung also beliebig gut durch eine Poisson-Verteilung approximiert.

(13.15) Beispiele. ¢ Radioaktiver Zerfall einer Substanz: Die Anzahl der Zerfille in ei-
nem festen (,hinreichend kurzen”) Zeitintervall ist binomialverteilt, wenn man dieses
Intervall in n gleich lange Teilintervalle zerlegt. Die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir einen
Zerfall pro Teilintervall wird dabei um den Faktor n verkleinert. Dies ist gerade eine Si-
tuation, wo die Approximation durch Poisson anwendbar ist.

¢ Ebenso ist dies der Fall bei der Transmitterfreisetzung durch einen Nervenimpuls an
einer Synapse (Katz und Koautoren): Die freigesetzte Menge an Transmitter pro Zeit-
einheit ist quantisiert, also ein ganzzahliges Vielfaches einer festen Grofle (Stichwort
fiir Expertinnen: Vesikel). Auch hier hat man eine Binomialverteilung und im Grenzfall
eine Poisson-Verteilung.
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13.3 Der Logarithmus in Anwendungen

Wir betrachten nun einige Anwendungsbereiche, in denen der Logarithmus auftritt.

Bei Wachstums-und Zerfallsprozessen, welche durch lineare Differentialgleichungen model-
liert werden, ist der natiirliche Logarithmus (als Umkehrfunktion von exp) zur Parameterbe-
stimmung und fiir Rechnungen oft als , Werkzeug” notig.

(13.16) Beispiel. Eine Bakterienpopulation verdoppelt sich alle 10 Minuten. Berechne, zu
welchem Zeitpunkt ¢, die PopulationsgroBe das 10°-fache der Startpopulation ist.
Ansatz fiir die Grofle der Population mit Zeit in Stunden (h):

N(t) = Ny-e"
Mit N(1/6) = 2N folgt ¢/® = 2 und a = 61n2 (Einheit %), und

9In10

t =10° < ¢ = 10° to=9In1 to = )
N(o)/No 0 <=e 0@5!0 91ln O‘:’O 6In2

Folglich o ~ 4.98; es dauert weniger als 5 Stunden.

Ein weiteres Anwendungsfeld ist bei pH-Werten:
(13.17) Beispiel. Der pH-Wert einer wiassrigen Losung ist gegeben durch
pH = -logy ([H:0"]),

wobei die Konzentration der Oxonium-Ionen H3O" in Molar zu messen ist. Eine Losung mit
pH = 7 wird neutral genannt (dies entspricht z. B. destilliertem Wasser); bei pH < 7 spricht
man von Sduren, bei pH > 7 von Basen.

(13.18) Bemerkung. Der Logarithmus wird hier vor allem aus praktischen Erwadgungen
verwendet: Es ist einfacher ,pH = 7” zu sagen als ,,6,02 - 10'® Oxonium-Ionen pro Liter”.

(13.19) Beispiel. Lautstirkemessung;:

* Bei einem Gerdusch ist die physikalisch relevante Grofie (an einer vorgegebenen Stel-
le) die Intensitdt I (Energie pro Flache und Zeit, gemessen etwa in Watt/m?). Iy =
10712 Watt/m? wird als die geringste noch wahrnehmbare Intensitit angesehen.

* Die physiologisch relevante Grofie (Lautstdrke, Starke der Gerduschempfindung) ist
gegeben durch

L(I) =10-log,, I—IO.

(Als Einheit fiir L wird das Dezibel (dB) eingefiihrt.)

e Istalso I = 100- Iy, so L(I) = 20dB; fiir I = 107 - I ist L(I) = 70dB, usw. Die auf das
Trommelfell iibertragene Energie wachst sehr viel starker als die physiologische Emp-
findung.
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(13.20) Beispiel. Die Vergessenskurve nach Ebbinghaus: H. Ebbinghaus fiihrte im 19. Jahr-
hundert eine Reihe von Experimenten zum Vergessen durch. Zum Auswendiglernen von
(sinnfreien) Silben fand er: Der prozentuale Anteil der behaltenen Silben ldsst sich approxi-

mieren durch die Funktion
184

t) = .
f®) (g(t+1))"* +1.84
Die Zeit ist dabei in Minuten angegeben.

1001

801

601

401

201

(13.21) Bemerkung. Zusammenfassend kann man zu Exponentialfunktionen und Loga-
rithmen in Anwendungen Folgendes sagen:

¢ Das Auftreten der Eulerschen Exponentialfunktion in vielen mathematischen Model-
len kommt aus der Herleitung der Modelle, welche oft auf lineare Differentialglei-
chungen fiihren.

¢ Bei Logarithmen dagegen ist oft Praktikabilitdt der Grund fiir ihren Einsatz; Beispiel
pH-Wert.

¢ Auch die Ebbinghaus-Kurve entstand nicht aus einer Modellherleitung, sondern aus
der Approximation von Messpunkten durch eine geeignet erscheinende Funktion.

¢ Die Lautstirkemessung mit Dezibel hingegen kommt aus einem Modellierungsan-
satz. Dazu mehr in Kapitel 14.
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14 Stammfunktionen

14.1 Definition und Eigenschaften

Es ist bereits bekannt, dass sich die Ableitung einer zeitabhéngigen Funktion als (Ander-
ungs-)Geschwindigkeit interpretieren ldsst. Manchmal kennt man die Geschwindigkeit und
will auf die Funktion zuriickschlieffen. Der mit einem Auto zuriickgelegte Weg etwa ldsst
sich allein aus Tachometer-Ablesungen berechnen.

(14.1) Beispiel. Der Tachometer zeigt die Geschwindigkeit in km/h. Teilen durch den Faktor
3,6 liefert die Geschwindigkeit in m/s. Ablesen und Umrechnen ergibt

3, 0<t<10,
Z’(t)‘{ao, t> 10,

wobei t in s und v in m/s gemessen wird.
Welche Strecke haben wir nach der Zeit t zuriickgelegt?

Allgemein hat man die

(14.2) Fragestellung. Von einer Funktion f ist die Ableitungsfunktion f’ bekannt. Wie be-
stimmt man f selbst?

Hintergrund: In der Natur gibt es Situationen, in denen nur die Anderungsgeschwindigkeit
einer Grofie, nicht aber die Grofe selbst gemessen oder bestimmt werden kann.

(14.3) Beispiel. Bei radioaktivem Zerfall ist i. A. die Masse einer Substanz bzw. die Anzahl
der Kerne nicht direkt messbar, sondern nur ihre Aktivitat, d. h. die Anzahl der Zerfalle pro
Sekunde.

Sei N die Anzahl der Kerne einer radioaktiven Substanz und ¢ die Zeit in s. Aus dem Zer-
fallsgesetz

N(t) = Noe™,

wobei A > 0 die Zerfallskonstante ist, ergibt sich durch Differentiation fiir die Anderungsge-
schwindigkeit
N(t) = =ANpe ™ = =AN(¢)

“" -7

(Ableitungen nach der Zeit t werden oft mit einem Punkt statt einem Strich “’ ” symbo-

lisiert.) Fiir die Aktivitat A folgt
A(t) = -N(t) = AN(t).

Beachte, dass auch
A(t) = A(0) e

gilt. Damit erlauben es zwei Messungen von A(t), sowohl X als auch N(t) zu bestimmen.
Zur Zeit t = 0 betrage die Aktivitdt einer Substanz A(0) = 9,92 10* [1/s], nach t = 100s sei
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A(100) =9,87-10* [1/s]. Damit kénnen wir A bestimmen:

A(100) = A(0)-e % —  9,87.10* =9,92-10% 10
= 0,995=¢""
<~ 1In(0,995) = -100A
< A=505-10"".
Es ergibt sich
A(0) 9,92-10%
A 5,05-10°
Insgesamt erhélt man nun fiir die Anzahl N der Kerne zur Zeit ¢

N(0) = ~1.96-10°.

N(t) =1,96- 109 ,6—5,05.10—5t‘

Wir wollen die in den Beispielen angedeuteten Sachverhalte in mathematische Begriffe fas-
sen.

(14.4) Definition. Sei f eine auf dem nicht ausgearteten Intervall I stetige Funktion. Eine
differenzierbare Funktion F : I - R heifit Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fiir alle
x € I gilt.

(14.5) Bemerkung. Die Gestalt des Definitionsbereichs (Intervall anstatt Vereinigung von
endlich vielen Intervallen) ist hier zu beachten.

(14.6) Beispiele. (“Umkehrung von Ableitungsfunktionen”)
a) Eine Stammfunktion der Funktion f : R - R, f(x) = x", n € N, wird durch

n+1
gegeben.
Man beachte allerdings, dass auch
F(x) = L X" 137
n+1

eine Stammfunktion von f ist, d. h. zu 15 x"*! kann eine beliebige Konstante addiert werden,

da das Differenzieren einer Konstanten immer 0 liefert.
b)Sei g:(0,0) = R, f(x) =x", n € R, n # -1. Eine Stammfunktion ist

1
G _ n+1.
(x) n+1x

Wie in a) kann man zu G jede beliebige Konstante addieren und erhilt wieder eine Stamm-
funktion von g.
¢) Eine Stammfunktion der Funktion /1: (0,00) - R, x x = %, ist

H(x) =Inx.
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d) Verdndern wir in c) den Definitionsbereich der Funktion ki, so dndert sich auch ihre Stamm-
funktion:
Ist/i: (~00,0) - R, x = x7!, dann gibt

H(x) = In(-x)

eine Stammfunktion von 7 an.
e) Sei a € R. Weiterhin ist eine Stammfunktion vonr: R - R, x = exp(ax),ae€R, a 0,

R = %exp(ax).

Zur Existenz von Stammfunktionen gibt es eine allgemeine Aussage:

(14.7) Satz. Sei f eine auf dem Intervall I stetige Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunk-
tion F auf .

(14.8) Bemerkung. Dieser Satz macht keine Aussage dariiber, wie man Stammfunktionen
berechnen kann. Eine explizite , geschlossene” Darstellung ist auch in vielen Fallen nicht
moglich.

(14.9) Beispiel. Die stetige Funktion
h:R->R, h(x)=exp(-x?)

besitzt nach dem Satz eine Stammfunktion. Diese Stammfunktion ldsst sich aber nicht ,ele-
mentar” mit dem uns bekannten Funktionenvorrat ausdriicken. (Satz von Liouville, ca. 1850.)
Nattirlich kann man trotzdem mit dieser Stammfunktion arbeiten, die in der Wahrscheinlich-
keitstheorie auch sehr wichtig ist: Ihre Werte sind z.B. tabelliert und sie ist auf vielen Rech-
nern standardmaéflig implementiert.

Stammfunktionen sind nicht eindeutig, aber die Art der Nicht-Eindeutigkeit ldsst sich prézise
charakterisieren.

(14.10) Satz. Ist I ein Intervall und f : I - R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F,
dann haben alle Stammfunktionen die Form

F+c,

wobei c eine beliebige reelle Konstante ist.

Durch Umkehrung von Ableitungsregeln erhilt man Regeln zur Bestimmung von Stamm-
funktionen:
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(14.11) Satz. Seien f, g auf einem Intervall I stetige Funktionen und / : | - R, | Intervall,
eine stetig differenzierbare Funktion mit i(J) c I. Weiterhin seien F und G Stammfunktion
von f bzw. von g auf I. Dann gilt:

¢ F + G ist eine Stammfunktion von f + g auf I.

¢ Ist k € R konstant, dann ist k - F Stammfunktion von k- f.

e Fohist eine Stammfunktion von (foh)-h" auf J.

(14.12) Bemerkung. Insbesondere gilt: Sind ¢ # 0,4 Konstanten, so ist %F (c-x+a) Stamm-
funktion von f(c-x +a).

(14.13) Beispiele. ~ ® Wir betrachten die Funktion f : R — R mit f(x) = 3+ 7x — 9x% + 5x°.
Mit den obigen Beispielen und dem Satz erhalten wir Stammfunktionen

7
F(x)=3x+ Exz -3x%+ Zx‘* +c (¢ €R konstant).

¢ Allgemeiner: Eine Stammfunktion der Polynomfunktion
g(x) :ao+a1x+a2x2+...+anx”, xeR,a;¢R,0<ign,
wird gegeben durch

1 1 1
G(x) = apx + =m x> + =ax> + ... + a,x" 1+ c;
2 3 n+1

dabei ¢ € R konstant.

* Gegeben seiena >0,b>0und g: (-b/a, ) - R, g(x) = ax1+b. Dann ist eine Stamm-

funktion gegeben durch

G: (-bja, ) >R, G(x)- %1n(ax+ b).

Wir betrachten noch einmal das Eingangsbeispiel (14.1).

(14.14) Beispiel. Fiir die Geschwindigkeit v gelte

oy [ 3 0<t<10 (tins)
1 30, t>10 (vin m/s).

Somit erhalten wir fiir die Stammfunktion von v, die die zur Zeit ¢ zuriickgelegte Wegstrecke
beschreibt,

N

(1) = 324¢1, 0<t<10,
| 30t+cp, t>10,
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wobei cq, c; € R konstant. Da die Wegfunktion s an der Zusammensetzstelle t = 10 stetig sein
muss, miissen c¢; und ¢, die Beziehung

lims(t) =150 + ¢q 2300+ ¢, = lims(t),
1110 £110

also ¢y = ¢1 — 150, erfiillen.

Legen wir zur Zeit t = 0 beispielsweise s(0) = 0 fest, erhalten wir fiir die Konstante c¢;

3
s(0) =0 — §'0+C1=0 <~ 1 =0.

Da die Konstante ¢, von ¢; abhangt, erhalten wir ¢, = —150. Damit ergibt sich fiir die Funktion
s, wenn man die Werte fiir ¢; und ¢, einsetzt

342
St 0<t<10
— 2 7 <X <X Vi
s() { 30¢-150, t>10

Wir wollen noch einige Beispiele von praktischer Relevanz betrachten.

(14.15) Beispiele. a) (Freier Fall)

Zunichst halten wir einige Bezeichnungen fest:

Gibt ¢ die Zeit (in s), dann geben die Funktionen s(t) die Wegstrecke (in m), die in der Zeit
t zurticklegt wird, ihre zeitliche Ableitung v(t) = $(t) die Geschwindigkeit (in m/s) und
a(t) = 9(t) die Beschleunigung (in 7/s?) an. In einem erdnahen Gravitationsfeld ist die Be-
schleunigung konstant: 2 = —¢g ~ -9,81m/ s2.

Wir nehmen weiterhin an, dass sich ein Kérper am Boden befindet, wenn s(t) = 0 gilt, und er
die Wegstrecke s vertikal zum Boden zuriicklegt.

Ein Korper wird nun in 100 m Hohe losgelassen, d. h. es gilt s(0) = 100 und v(0) = 0. Unser
Ziel ist es, die Funktion s(t) zu bestimmen. Wir gehen in zwei Schritten vor.

1. Schritt:  Die Geschwindigkeit v ist die Stammfunktion der Beschleunigung a = -g, d. h.
v(t)=-g-t+c1, c1€Rkonstant.
Da v(0) = 0 ist, ergibt sich ¢; =0, also v(t) = —g-t.
2. Schritt: s ist die Stammfunktion von v, also
s(t) = —%th +¢, ¢ € R konstant.
Fiir die Konstante ¢, erhalten wir ¢; = 100, da s(0) = 100.

Insgesamt ergibt sich somit fiir die Funktion s
sﬁ):—%gﬂ+100w—&9ﬂ+1Ml

Damit kénnen wir nun bestimmen, wann der Kérper auf dem Boden auftrifft. Wie oben schon
gesagt, muss dann s(t) = 0 gelten. Somit ergibt sich wegen t > 0:

100 100
£)=0 < -4,92+100=0 <> = — > t= ~4,5,
s(t) " 49 \ 3,9

d.h. der Korper trifft nach 4,5s auf dem Boden auf.
b) Ist eine Verunreinigung in einen Teich geraten, so ist es in der Regel nicht moglich, die
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gesamte Menge direkt zu bestimmen. Jedoch kann durch Konzentrationsmessungen im Ab-
fluss auf die Menge zuriick geschlossen werden. Wir nehmen vereinfachend an, dass der
Teich durch das , Ausspiilexperiment” aus Kapitel 13.1 modelliert werden kann. Messung
im Abfluss erlaubt nun die Bestimmung von

m(t+ At) —m(t)
At ’

also ndherungsweise die Bestimmung der Ableitung m'(t). Stellt man nun etwa fest, dass

ml(t) — _0,1 e—f/lOOO [g]/

S

so hat man die Stammfunktion

_ 01 41000
m(t) = 1/1000 © [&]

und insbesondere m(0) = 100 g.
(Wir haben hier die richtige Stammfunktion gewdhlt, ndmlich diejenige, die tlim m(t) =0

erfullt!)

14.2 Stammfunktion und Integral

Stammfunktionen haben (wie Sie vielleicht aus der Schule wissen) auch noch eine andere
Bedeutung. Diese ist fiir die Biologie weniger relevant, soll aber doch vorgestellt werden.

Zur Motivation dienen die folgenden Uberlegungen.

(14.16) Bemerkung. Es sei eine stetige Funktion f auf einem nicht-ausgearteten Intervall I
gegeben und F eine Stammfunktion von f.

e Ist dann xg € [ und & , klein“mit xo + & € I, so gilt nach Definition der Ableitung
F(xo+h) - F(xo) ~ h- f(x0).

Man kann also ndherungsweise den Zuwachs von F im Intervall [xg, xo + 1] aus h und
f(x0) bestimmen.

e Geometrische Interpretation: Ist (der Einfachheit halber) f(xo) > 0 und h > 0, so ist
F(xo +h) — F(xo) ndherungsweise gleich dem Flacheninhalt eines Rechtecks mit Sei-
tenldangen f(xp) und h.

¢ Verfeinern der geometrischen Interpretation fiir ein Teilintervall [a, b] c I; weiterhin
sei (der Einfachheit halber) f(x) > 0 auf [4, b]. Dann ldsst sich F(b) — F(a) durch eine
Summe von Rechtecksflichen approximieren. In einem (irgendwie gearteten) Grenz-
tibergang mit immer schmaleren Rechtecken sollte also F(b) — F(a) gleich dem Inhalt
der Flache unter dem Graphen von f im Intervall [a, b] sein.
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(14.17) Definition. Es sei f eine auf dem Intervall I stetige Funktion und F eine Stamm-
funktion von f. Sind 4, b € [ mit a < b, so nennt man

/ahf(x)dx = F(b) - F(a)

das bestimmte Integral von f mit Grenzen a, b.

AT

i

(14.18) Bemerkung. Ist f(x) > 0 fiir alle x € [a,b], so wird fuh f(x)dx als die Flache interpre-
tiert, welche die x-Achse, der Graph von f und die Geraden x = a bzw. x = b einschliefsen.
Die Interpretation als Fldche ist aber nicht die einzig mogliche.

Einige Rechenregeln fiir bestimmte Integrale notieren wir im folgenden

(14.19) Satz. Es sei I ein nichtausgeartetes Intervall sowie a4, b € I mit a < b. Dann gilt fiir
stetiges f : I - IR:

¢ Ist g stetig auf I, so
[ Fes@dx= [ fyaxs [ gd
afx g(x x—afxx | §lx)dx.
e Jst k € R eine Konstante, so ist
b b
f k-f(x)dx:k-f Fx)dx.
e Furalle c € (a,b) gilt

facf(X)derfcbf(x)dx:/ﬂbf(x)dx_

(14.20) Beispiele. e Fiirn e N ist
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Mit der Stammfunktion F(x) = e* zu f(x) = e* gilt

In2
fo Ydx=2-1=1.

Mit den Stammfunktionen F(x) = %xS/z fiir f(x) = /x sowie G(x) = Inx fiir g(x) = % ist

e 1. 2/4p 24, 1
[1\/}+;dx-§(e —1)+lne—ln1-§e t3

Wir kommen zu Anwendungsbeispielen, bei denen Integrale eine wesentliche Rolle spielen,
aber dabei nicht als Flachen interpretiert werden.

(14.21) Beispiel. Das Weber-Fechner-Gesetz. Das psychophysische Gesetz von WEBER und
FECHNER setzt die Intensitdt | eines Reizes (Schall, Licht, Warme, etc.) in Beziehung zur
Empfindung E.

Die Intensitit ist hierbei eine physikalisch definierte und messbare Grofie, und E ist die
(subjektive) Reizempfindung, die sich als Funktion von I darstellen ldsst: E = E(I).

Empirische Untersuchungen: Die Anderung der Empfindung ist proportional zur rela-
tiven Anderung des Reizes:

AE =E(I+AI)-E(I)
ist proportional zu % (nicht zu AI) fiir , kleines” Al

Mit dem (positiven) Proportionalitdtsfaktor a folgt das Weber-Fechner-Gesetz

Al
AE=a-28,
T

Umformen ergibt
E(I+AI)-E(I) a
Al I

Nimmt man an, dass E differenzierbar von I abhéngt, so folgt fiir AI - 0
dE
il %, alsoE(I)=a-Inl+c

a

mit einer Konstante c: E(I) ist eine Stammfunktion von 7

Definiert man Iy so, dass ein Reiz der Intensitét Iy gerade nicht mehr wahrgenommen
wird, so ist die Festlegung E(Ip) = 0 sinnvoll. Es folgt ¢ = —a-In Iy und insgesamt

E(I)=a-InI-a-Inlyoder E(I) :a-lnli.
0
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(14.22) Beispiel. (Exposition und kumulative Exposition)

Fiir die biologische Wirkung einer schadlichen Substanz auf Organismen {iber einen Zeit-
raum ist oft nicht die momentane Konzentration der Substanz entscheidend, sondern der
kumulative Effekt, in den auch die Wirkungsdauer eingeht. Konkrete Situationen sind etwa
folgende:

a) In einem Teich befinde sich ein Xenobiotikum mit einer zeitabhdngigen Konzentration
c(t), das ab der Zeit t = 0 hinzugegeben wird. Im Fall konstanter Konzentration c(t) = c ist
die biologische Wirkung (etwa eine Verringerung der Fortpflanzungsrate) zur Zeit T oft eine
Funktion der kumulativen Konzentration

c-T (Konzentration - Einwirkungsdauer).

Im Fall zeitabhdngiger Konzentration wird die Wirkung der kumulativen Konzentration be-

schrieben durch .
fo o(t) dt.

Man spricht von einem kumulativen Effekt.
b) Schadigung von Gewebe durch radioaktiven Zerfall:
Ein Organismus sei radioaktiver Strahlung ausgesetzt. Falls die Aktivitdt A(t) nicht zu grof3
ist, ist die Masse des zusétzlich geschddigten Gewebes zwischen der Zeit ty und der Zeit
to + At (At “klein”) proportional zu

A(tp) - At.

Die gesamte Masse des geschdadigten Gewebes zwischen t = 0 (Beginn der Bestrahlung) und
t = T ist also proportional zu
T
fo A(t) dt.

A(t) = Ag-e™

Mit

wird

/OTA(t) dt - %(1-[”).
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15* Matrizen und Vektoren: Grundlegendes

Dieses und die beiden folgenden Kapitel gehdren nicht mehr zum Stoff der ,Mathematik
fiir Biologen und Biotechnologen”. Weil jedoch einer signifikanten Zahl von Studierenden
im weiteren Verlauf ihrer Ausbildung auch Matrizen, Vektoren, Lineare Gleichungssysteme
usw. begegnen werden, wurden diese Themen in das vorliegende Skriptum aufgenommen.

Ausfiihrliche Darstellungen, Ubungen und Trainingsmethoden finden sich im Online-Material
des Blended-Learning-Kurses.

(15.1) Definition. ~ * Ein Vektor (der “Grofie” n) ist eine geordnete Liste von n reellen
Zahlen
ai
o=| 2 |;
an

die Menge aller Vektoren der “Grofie” n nennt man IR". (Schreibweise als Spalte iib-
lich.)

¢ Eine Matrix (der “Grofse” m x n) ist ein rechteckiges Schema von m x n reellen Zahlen

a1 a4z - g

a a : el . .
A=|7 ™= (tibliche Schreibweise).

Am1 Amn

m: Anzahl der Zeilen von A; n: Anzahl der Spalten von A.
Die Menge aller Matrizen der Grof3e m x n bezeichnet man mit R™".

(15.2) Beispiele.

0,5
2 e R?, 7 |eR? 0 2 e R>2...
-1 3 -4 3

(15.3) Bemerkung. e Den zweidimensionalen Raum RR? kann man sich vorstellen als
die Ebene, in der man ein Koordinatensystem festgelegt hat. Jeder Punkt der Ebene

ist dann durch ein Zahlenpaar ( ;Cl ) eindeutig bestimmt. Die Vektoren x ¢ R?
2

O)zumPunktx=(x1)

kann man sich dann durch Pfeile vom Nullpunkt 0 = ( 0 N
2

veranschaulichen.
e Der dreidimensionale Raum R® entspricht geometrisch dem uns umgebenden

X1
gewohnlichen Raum. Auch hier kdnnen wir uns die Vektoren x = ( X2 ) nach
X3
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Festlegung eines Koordinatensystems als Pfeile vorstellen.

e Fiir n > 4 hat man keine unmittelbare geometrische Vorstellung mehr, doch ist es
oft sinnvoll, verschiedene Grofien zu einem Vektor zusammenzufassen. So kann
X1
. . . . 5
man etwa die Kontostinde der n Kunden einer Bank zu einem Vektor x = 2
Xn
zusammenfassen. Das Gutschreiben von 2,5% Zinsen am Ende des Jahres ist dann
nichts anderes als die Multiplikation dieses Vektors mit 1,025.

¢ Die geometrische Veranschaulichung spielt bei den meisten biologischen Anwendun-
gen keine Rolle; in der Regel ist ein Vektor einfach als eine geordnete Sammlung von
Daten aufzufassen, mit denen allerdings gewisse Operationen moglich und sinnvoll
sind.

(15.4) Definition. Operationen mit Vektoren und Matrizen

¢ Addition: Vektoren bzw. Matrizen gleicher Groéfie werden addiert, indem man ihre
Komponenten addiert.

a b] ap + b1
a b a»+b
.2 N .2 _ 2 ! 2

ay b, a, + by,

¢ Multiplikation mit reellen Zahlen (Skalaren): Ein Vektor bzw. eine Matrix wird mit
einer reellen Zahl multipliziert, indem jede Komponente mit dieser Zahl multipliziert

wird.
a c-aj
ol| 2 |_| ¢
ay c-apy
¢ Produkt von Zeile und Vektor: )
Fiir z = (a1, ...,a,) e RV und v = 31) e R"(= R™!) (beachte: gleiches “n*)
b

definiert man
by
z-v=(ay,..,ay) | * |=a1-by+ay-by+...+a, by,
by
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Das Ergebnis ist eine reelle Zahl.

Produkt von Matrix und Vektor:

ai - dip 21
FirA=| : )= : e R™"
Am1 - Omk Zm
——

(“Zeilendarstellung” mit z1,...,.z €R1")

by
und v = ( : ) € R" definiert man

bn Z1-0
A-v=] + |eR"
Zm'v

wobei z; - v von oben schon bekannt.
(Beachte: Spaltenzahl von A = Grofse von v.)

Produkt von Matrix und Matrix:

aix - A1n 21
Fur A = : : =| : |eR™"
Am1 - Amn Zm

B oo blp
und B=| : =
bt = bup

definiert man (in Spaltendarstellung)
A-B=(A-vy,..,A-vp) e R™P

wobei A -v; schon von oben bekannt. (Beachte: Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von

B.)

(“Spaltendarstellung” mit vy,...,v,eR"=R"1)

(01, Up) e R™P
| —

66 )6

3

3

9
() e

2
. (-1,0,1,2) g (<1)-240-741-3+2-(~5) = -9
5
1 1 1 2 2 2 1 1
YETIEYEIEIENEE
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S (1 1) (1 1) _(1 2} (1 1) (1 2)_(1 3
0 1)\0 1) \o 1)/\0 1) \0 1) \0 1

21

U FiirA:(E

Zm

Z1 B
e R™", BeR"F giltauch A-B = : .
Zm - B

Rechenregeln und Besonderheiten fassen wir zusammen:

(15.6) Fakten.

* Faustregel: Fiir Addieren und Multiplizieren von Matrizen gelten fast alle Rechenre-
geln, die man von Zahlen gewohnt ist.
Ausnahmen: Beim Multiplizieren diirfen die Faktoren i.a. nicht vertauscht werden
und mit “1/Matrix” ist Vorsicht geboten.

¢ Etwas genauer: Regeln, welche fiir alle Matrizen passender Grofie gelten
(NB: R" = R™!, also auch Vektoren):

a) A-(B+C)=A-B+A-C

(A+D)-B=A-B+D-B (Distributivgesetze)
b) r-(A-B)=(r-A)-B=A-(r-B) (reR)
c) A-(B-C)=(A-B)-C (Assoziativgesetz)

(Regeln, welche nur Addition und Skalarmultiplikation betreffen, werden als bekannt
vorausgesetzt.)

¢ Die Einsmatrix

= 0 1 ::: (‘) ¢ R™"

(“Einsen in der Diagonalen, sonst alles Null”)

hat die Besonderheit, dass A-E = A, E - B = B fiir alle Matrizen passender Grofe.
(Sie benimmt sich also wie die 1 in IR.)

¢ “Regeln”, die i.a. nicht gelten; erster Teil:
Fir A e R™", B e R"P ist A-B € R"? definiert. Mit “B - A” gibt es Probleme:

— Falls m # p, ist B- A tiberhaupt nicht definiert.

— Falls m = p, aber m # n,soist A- B € R™" und B- A € R™"; von Gleichheit kann
keine Rede sein.

- Sogarwennm =n =pgiltia. A-B# B-A.
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* “Regeln”, die i.a. nicht gelten; zweiter Teil:

1
(Erinnerung: Ist a # 0 eine reelle Zahl, so gibt es ein multiplikativ Inverses: a* = —;

a
a-al=1)
Ist A e R™", A +0, so ist es im Fall m # n nicht sinnvoll, nach A~ zu fragen.
Ist m = n (quadratische Matrix), so kann man fragen:

Gibteszu A #0ein A~ e R"" so,dass A-A1 = E?
Antwort: Manchmal ja, manchmal nein.

Falls “ja”, dann auch Al A=E.

(15.7) Beispiele.  » (1 2).( B ):5,-( P ).(1 2>:(—43 —86)

. 1 2 ' 1 0\ (-3 2)(1 O ' 12y (1 2
01 -2 1) \-2 1)\-2 1 0 1) \-2 -3
ea-(23) 47 -(7 2) Nachrechnen!). 4 = (© ©) besitzt kein multiplikati
=14 5/ =15 4 achrechnen!). A = |, | besitzt kein multiplikativ
Inverses, denn fiir jedes B € R%2 ist die erste Zeile von A - B gleich (0,0).

¢ Potenzen einer quadratischen Matrix A € R"™":

AV=E, A=A AL (120)

Falls A invertierbar ist (d. h. ein multiplikativ Inverses besitzt), sind A~! und allgemei-
ner A~! ebenfalls definiert. Die Potenzgesetze A" = Al. A™ (= A™. Al), (A™)! = A™!
gelten auch fiir Matrizen (so weit sinnvoll).

Es sollten hier wenigstens einige Biologie-affine Anwendungen von Matrizen und Vektoren
vorgestellt werden. Zunéchst erinnern wir an Kapitel 7, speziell an Satz 7.5:

(15.8) Erinnerung. Gegeben g,b € R (a > 0). Die “Differenzengleichung” (rekursiv definierte
Folge)
ai1 = q-ar + b (Anfangswert ag)

beschreibt einfache Populationsmodelle, Transport- und Abbauphdnomene.
“Geschlossene Form” : Falls g # 1, so gilt

ar=(1-q9)"-b+q"-(ap-(1-9)7"-b).
Die Verallgemeinerung ist wie folgt:
Gegeben sei Q € R"", b ¢ R". Die Gleichung

a1 = Q- ar +b (Anfangswert a9 € R")

beschreibt einfache Modelle mit mehreren Populationen, Transport- und Abbauphdnome-
nen.
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(15.9) Satz. Geschlossene Form im R"
Falls E — Q multiplikativ invertierbar ist, gilt

(Fiir b = 0 ist offenbar a; = Q' - ay.)

at:(E—Q)_l-b+Qt-(ao—(E—Q)_l-b).

(15.10) Beispiel. Leslie-Modell fiir Altersklassen

a)

b)

Spezialfall: Eine (hypothetische) Population besteht aus Individuen, welche 2 Jahre le-
ben. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit von Jahr 1 zu Jahr 2 ist gleich p (0 < p < 1); ein
Individuum im 2. Jahr hat im Mittel » Nachkommen (r > 0); Individuen im ersten Jahr
haben keine Nachkommen.
ay,t
a =™
(o)

Eine Differenzengleichung fiir
(dabei ist a1 ; die Individuenzahl der Einjahrigen, a,; die Individuenzahl der Zweijah-
rigen), ergibt sich aus den obigen Angaben:

A,p41 =T 02t

(Zur Zeit t +1 sind die Einjahrigen die Nachkommen der Zweijdhrigen zur Zeit t.)

M i+1 = P-a1t

(Ubergang von Altersklasse 1 zu 2; Uberlebenswahrscheinlichkeit p.)
Also

ﬂt+1=Q'ﬂt/Q=(2 6)

Hier geht das Rechnen relativ einfach:

0
3: .
R

Q*=(rp)*-E ...

“Aussterben” fiir rp < 1; “Explosion” (exponentielles Wachstum) fiir rp > 1.

Allgemein: Wir betrachten ein Modell fiir die GrofSe einer Population in Abhédngigkeit
von der Altersverteilung, den Geburts- und Sterberaten. Fiir die Population gebe es
eine Einteilung in Altersklassen (in Zeiteinheiten)

[0,1),[1,2),[2,3),[(3,4),...,[n,n+1).

Dabei sei 1 so grofs gewdhlt, dass kein Individuum der Population die letzte Altersklas-
se [n,n +1) tiberlebt.
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Sei nun xy(j) die Anzahl der Individuen vom Alter k = 0,1, ...,n, d. h. in der Altersklas-

se k, zum Zeitpunkt j = 1,2,... Die Ubgrlebensrate wird folgendermafien beschrieben:
Zu jedem xi(j) gebe es ein PIZ mit 0 < P,i <1, das angibt, welcher Anteil der Individuen,
die zum Zeitpunkt j der Altersklasse k angehoren, zum Zeitpunkt j +1 in die Altersklas-

se k + 1 tibergehen. P,i heift Uberlebensfaktor oder Vitalitiitskoeffizient der Altersklasse k.
Aus dieser Definition erhdlt man die Gleichungen

W (G+1) =Plx () (k=0,1,...,m;j=0,1,...).

Die Geburtenzahlen beschreibt man durch folgendes Modell: Es sei F]Z die durchschnitt-
liche Anzahl der Nachkommen eines Individuums vom Alter k im Zeitraum [j,j+1),
wobei nur solche Nachkommen gezéhlt werden, die mindestens bis zum Zeitpunkt j+1

iiberleben. Diese werden dann zur Altersklasse k = 0 gezahlt. Man erhilt x,(j) - F/ als
Gesamtzahl der Nachkommen der Altersklasse k im Zeitraum [j,j +1). Zum Zeitpunkt
j + 1 befinden sich also

. . . n .
xo(j+1) = F)-x0(j) + F - x1(j) + -+ Fy-xu(j) = >, E-x(j)  (j=0,1,...)
k=0

Individuen in der Altersklasse k = 0.

Definiert man jetzt einen Vektor

x0(f)
x(j) = [V

xn'(]‘)

dann kann man die obigen Gleichungen zu der folgenden Matrixgleichung zusammen-
fassen:

F B - F

j
xo(j+1) 0 1 xo(j)
aG+D) | (o 000 0 ()
G+ =10 P 0 - 0[-]x()
WG \o o P, o) WO

Bezeichnet man noch die (7 + 1) x (n + 1)-Matrix in dieser Gleichung mit L;, dann kann
man dies als x(j +1) = L; - x(j) schreiben. Diese Gleichung gibt also an, wie sich die Al-
terstruktur vom Zeitpunkt j zum Zeitpunkt j + 1 unter Berticksichtigung von Geburten-
und Sterbezahlen verdndert. L; ist eine so genannte Ubergangsmatrix, die in diesem
Modell auch Leslie-Matrix (nach P. H. Leslie) genannt wird.

(15.11) Beispiel. (Aufnahme und Abbau einer Substanz in einem Organ.)

Im Interesse einer realititsndheren Modellierung ist es oft notig, den Weg einer Substanz
im Organismus genauer zu verfolgen. Typisch ist beispielsweise, dass eine Substanz (man
konnte an CH3CH;OH denken) von aufsen in den Blutstrom gelangt, vom Blutstrom in ein
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Organ (etwa die Leber) wandert und dort abgebaut wird.

Zur Beschreibung des Zustandes sind dann zwei Grofien notig: x; sei die Masse der Substanz
im Blut, x, die Masse der Substanz im Organ.

Betrachtet man nun die Massen nach jeweils festen Zeitintervallen (etwa jede Stunde, also
zum Zeitpunkt 0,1,2,3,...), so wird die zeitliche Entwicklung durch eine Folge von Vektoren

()

XZ(YZ)

beschrieben.

Weif man mehr {iber Zufluss, Ubergang und Abbau, so erhilt man ein rekursives Bildungs-
gesetz fiir die Folge:

(i) Oft trifft es zu, dass pro Zeiteinheit ein fester Anteil der Substanz im Blut ins Organ tiber-
geht.

(ii) Oft trifft es auch zu, dass pro Zeiteinheit ein fester Anteil der Substanz im Organ abgebaut
wird.

Geht etwa konkret pro Stunde je die Hélfte der Substanz vom Blut ins Organ, und werden
im Organ pro Stunde 80% der dort vorhandenen Substanz abgebaut (was 20% tibrig ldsst),
so hat man bei Abwesenheit von Zufluss ins Blut die Gleichungen

x1(n+1)=0,5-x1(n)

und

X(n+1)=0,5-x1(n)+0,2-x2(n),

oder in Vektor-Matrix-Notation

x1(n+1) 0,5 0 x1(n)

xa(n+1) o5 0,2 xo(n))’
(Zur Begriindung: Pro Stunde geht die halbe Masse der Substanz vom Blut ins Organ, also
x1(n+1)=0,5-x1(n), und die verbleibenden 0,5 - x1(n) tragen zu x(n + 1) bei. Von der zur
Zeit n im Organ vorhandenen Substanz bleiben nur 20% nach einer weiteren Stunde tibrig.
Die Mafleinheiten sind hier irrelevant, so lange x; und x; in der gleichen Einheit angegeben
werden.)
Andert man das Szenario dahingehend, dass jede Stunde (genauer: am Ende jeder Stunde)

eine Einheit der Substanz in den Blutstrom gegeben wird, so ergeben sich in Matrix-Vektor-
Schreibweise die Rekursionsgleichungen

xp(n+1) (0.5 0 x1(n) 1
(xz(n+2)) ) (0,5 0,2) (xz(n)) i (0)'
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Xl(O) 0
Startet man etwa mit =| | so ergibt Rechnen

XZ(O) 0
a(M) (05 0) (o) (1) (1
»@1)) ~ \os 02) o) o] = \o)
X1(2) _ 1,5
w»2))  \os5)
@)\ (175
w3 = \oss)

(15.12) Beispiel. Aufnahme und Abbau eines Medikaments (Zahlenwerte nicht ernst neh-
men, Modell bedingt ernst nehmen):

Ein Medikament wird stiindlich verabreicht, geht (sofort homogen verteilt) ins Blutserum,
von dort in die Niere (mit einer Ubergangsrate 1 - p) und wird dort ausgeschieden (Rate

1-9g).
Sind also x1 ¢ bzw. x7; die Mengen in Serum bzw. Niere, so ergibt sich

X141 = P X1+ + € (¢ beschreibt die Zufuhr)

Xo441 = (1=p) X1 +q- x4

xt+1:( P 0)'xt+(c)
1-p ¢q 0

(Dabei ist verniinftig: 0 < p <1;0< g <1; ¢ > 0)
Zahlenbeispiel: Fiir p = g = % gilt
1 (10
t_ _
Q=5 (t 1)

(fiir t » oo gehen alle Eintrdge gegen 0);

(E—Q)‘1=(_22 g)

3 Y01 Y6
.

(15.13) Beispiel. Wir betrachten einen festen Genlokus bei diploiden Organismen. An die-
sem Genlokus mogen zwei Allele ( bezeichnet mit A und a) auftreten, die moglichen Ge-
notypen sind also AA (homozygot), Aa (heterozygot) sowie aa (homozygot). Hierbei wird
zusétzlich angenommen, dass es bei den Heterozygoten irrelevant ist, auf welchem Chromo-
som etwa A gelegen ist.

und somit

Somit
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Vererbung geht bekanntlich wie folgt vor sich: Bei der Meiose werden die Chromosomenpaa-
re getrennt; je ein Strang von jedem Elternteil geht auf den Nachkommling tiber.

Bei Mendelscher Vererbung gehen nun folgende Modellannahmen ein:

e Diskrete Generationsfolgen, wobei die Filialgeneration die Elterngeneration vollstindig er-
setzt;

e Sehr grofse Populationen (so dass “Wahrscheinlichkeit gleich relative Haufigkeit” gilt);

¢ Keine Selektion oder Mutation;

¢ Zufallspaarung.

Kreuzt man etwa eine rein heterozygote Aa-Population mit einer rein homozygoten AA-
Population, so sind in der Filialgeneration AA und Aa je mit einem Anteil von % vertreten.
(Begriindung: Vom homozygoten Elternteil AA wird auf jeden Fall das Allel A vererbt, vom
heterozygoten kommt A oder a je mit Wahrscheinlichkeit %.)

Kreuzt man die rein heterozygote Aa-Population mit einer ebensolchen (oder mit sich selbst),
so erhidlt man eine Filialgeneration mit Anteilen:

1AA, 1Aa, 1aa.
4 2 4

(Begriindung: Von jedem Elternteil kommt A bzw. a2 mit Wahrscheinlichkeit % Dies gibt, bei
Annahme von Unabhéngigkeit, die Kombinationen

AA, Aa, aA, aa

mit je Wahrscheinlichkeit }I' Aber Aa und aA sind nicht unterscheidbar.)
Zuriick zu Vektoren und Matrizen: Eine gemischte Population ldsst sich durch einen Vektor

P1
P2 | mit p1 20, p2 20, p3 2 0 und p; + p2 + p3 = 1 beschreiben. Dabei gibt p; den relativen

ps3
Anteil von AA-Genotypen, p, den relativen Anteil der Aa-Genotypen und p3 den relativen
Anteil der aa-Genotypen an. Weil Zufallspaarung gegeben ist, liefert Kreuzung mit einer rein
heterozygoten Population in der Filialgeneration die Anteile

1 1 1 1
§p1+zpz 5 1 0 p1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
Zp2+ip3 0 i 2 p3

wenn man die obrigen Uberlegungen fiir reine Populationen beriicksichtigt.
Kreuzung mit einer rein heterozygoten Population lédsst sich also durch die Matrix

Sy =

O NI= NI=
ENTE ST
NI= NI= O

symbolisieren und rechnerisch verfolgen. Startet man etwa mit einer reinen AA-Population
und kreuzt jede der Filialgenerationen wieder mit einer rein heterozygoten Population, so
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erhalt man fiir die Anteile:

1 1
2
1. Filialgeneration: S,-10f= % ;
0] \o
1 3
2 8
s . 1
2. Filialgeneration: S2-l2]= % ;
0 1
8
3 3
8 16
3. Filialgeneration: Sy % = % ;
1 3
8 16
S 2
16 32
4. Filialgeneration: Sy % = % ;
3 va
16 32

Mit mehr Theorie ldsst sich nachweisen, dass die Folge dieser Vektoren gegen konver-

el Ll ST L S e

giert.

Auch Kreuzung mit rein homozygoten Populationen ldsst sich mit Matrizen symbolisieren
(und rechnerisch behandeln):

Kreuzung mit einer reinen A A-Population ist dargestellt durch die Matrix

1 20
Si=(0 1 1f;
000

Kreuzung mit einer reinen aa-Population wird durch die Matrix

000
S3=(1 1 0
03 1

dargestellt.

Wir erweitern und schlieflen dieses Thema ab mit:

(15.14) Beispiel. Zufallskreuzung gemischter Populationen; Hardy-Weinberg-Gesetz .
P1

Sind zwei Populationen gegeben, deren Genotypverteilungen durch Vektoren | p2 | bzw.

[2¢]
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1
g2 | (alle pjund q; > 0,7 = 1,2,3, p1+p2+p3 = g1 +q2+q3 = 1) gegeben sind, so ist die
q3
Verteilung der Genotypen bei Kreuzung in der Filialgeneration gegeben durch
pr\ (m+392 30+ i0 0 pi
(nS1+ @S2 +q383) | P2 | = | 302+ a3 3(+q2+q3) q1+302|-| P2 ],
p3 0 %% + }ﬂz %QZ +q3/ \P3

mit den Matrizen Si, Sy, S3 von oben, wie sich wieder tiber Zufallspaarung begriinden ldsst.
Dies ist die allgemeinste Form der Vererbung bei Populationen.

Kreuzt man insbesondere zwei Populationen mit gleichen Genotypverteilungen (oder eine
Population mit sich selbst), so erhdlt man in der ersten Filialgeneration die Verteilung

p1\ (pri
(p1S1+p2S2+p3S3) |2 | =| v |
ps) \ps

wobei wir abgekiirzt haben:

(Dies ist durch Nachrechnen zu verifizieren).

P1
Die erste Filialgeneration hat also Genotyp-Verteilung | p; |. Kreuzt man diese wiederum
P3
(zuféllig) mit sich selbst, so erhélt man als neue Verteilung
P\ (P1
(PiS1+p3S2+p3Ss)-[p2 | =] P2
P/ \ps

Die Rechnung ergibt also ein bemerkenswertes Resultat: Ab der ersten Filialgeneration bleibt die
Verteilung der Genotypen konstant. Dies ist das Hardy-Weinberg-Gesetz.
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16* Lineare Gleichungssysteme, Determinanten, Eigenwerte

Systeme von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte sind seit Kapitel 2 bekannt.
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall.

(16.1) Beispiele fiir lineare Gleichungssysteme:
* 2x+3y=7 (kann man nach x auflosen; y “freier Parameter”)
¢ Aus Kapitel 2.5 ist uns bekannt:

2x1+3x2 =7
4x1 —4xy =2

Losungsmethode z. B: Subtrahiere 2x Gleichung 1 von Gleichung 2 und ersetze damit
Gleichung 2.

ZX1 + 3X2 =7
OX1 - 1OXQ =-12.

Die neue zweite Gleichung ergibt x, und die erste Gleichung nach Einsetzen x;.

* Mendels Kreuzungsversuch

11 9
Tt
Pt+1:(§ % %)‘Pt
0 31 3

Frage: Welche Populationen sind stationir (d. h. ihre Zusammensetzung dndert sich
nach Kreuzung nicht)?

Ansatz fiir eine stationdre Population p*:

Pi
p*= (pi) liefert Q-p”* =p*, also

3
%-PI +%'P§ 1 =p; %'Pf —ipé 1 =
3P +g-p§ +§-P§ =p; (<) “2°P1 +;p§ —;-Pé =0
1Py t3°P3 =p;3 -1P2 *3:p3 =0

Letzteres ldsst sich auch schreiben als: (E-Q)-p* =0

Wir legen nun die Bezeichnungen fest und skizzieren ein allgemeines Losungsverfahren. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet sich im Online-Material des Blended-Learning-Kurses.
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(16.2) Definition.

Gegeben: Reelle Zahlen a11,a12, ..., 1,821, -y @21, <o A1 s o) A SOWi€ by, ..., by, (WoObei m, n
ganz und positiv)

Gesucht: Losungen des linearen Gleichungssystems

ainx, + dppXp + ..+ Xy = bl (Gl 1)
anx1 + apXy + .. + ayx, = by (GL2)
Ap1X1 + AupX2 + oo+ AppXy, = by (Gl.m)

(kurz: A - x = b in Matrix-Vektorschreibweise)

(16.3) Bemerkung.
Grundidee des Gaufi-Algorithmus: Die Losungen dndern sich nicht, wenn

- ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addiert wird; oder
- eine Gleichung mit einem Skalar # 0 multipliziert wird; oder
- zwei Gleichungen vertauscht werden.

Diese Strategie wurde in Kapitel 2. 5 benutzt; und zwar sinnvoll:
Versuche, systematisch Variable rauszuwerfen!

Falls in 16.2 gilt a1; # 0 (sonst vertausche zuerst), dann forme wie folgt um:

- Lasse erste Gleichung stehen

By itliere (-Zﬂ) -(GL 1) zu (GL 2)
11
= neue zweite Gleichung hat Gestalt aJ, - xp +... + a3, - x, = b;
: etc.

- Adiie (—‘;ﬂ) (@il ) ()
11

= neue m-te Gleichung hat Gestalt a;, - x> +... +a,,, - x, = by,

Effekt: In Gleichungen 2, ..., m kommt x; nicht mehr vor; kleineres System mit weniger Un-

bekannten. Mache mit diesem kleineren System weiter.

Umsetzung (arbeitssparend): Um nicht alle x’e dauernd mitziehen zu miissen, schreibt man
die Sache in Matrixform:

a1 a2 ... Aa1p bl «~ Zeile 1 (Zl)
a1 dpp ... Ay b2 ~ Zeile 2 (ZZ)
Ayl Ag2 o Agn | Om « Zeilem (Zm)

und sieht Operationen von oben als Zeilenumformungen an, also z.B. Ersetzen von Z2

durch 72 e Z1, etc.
a11
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(16.4) Bemerkung. Zur Illustration: Die oben skizzierte erste Staffel der Umformungs-
schritte liefert (in Matrix-Vektor-Darstellung) ein System der Gestalt:

* * oo * *
0 * ... *|=*
0 % ... *[=

mit Nullen in Spalte 1 unterhalb des Elements an der Stelle (1,1).

Man kann sich bei den weiteren Umformungen nun auf das eingerahmte Teilsystem be-
schranken und fortfahren.

1 -1 -1 2
(16.5) Beispiele. e |-1 1 -1}x=|-3]

-1 -1 0 4

Umformungen:

1 -1 12\ (1 -1 -1]2
-1 1 -1|-3 1o o —2]-1
0

-1 -1 0| 4 -2 -1
7273 -1

¢ 0 -2 -1|6

0O 0 -2|-1

X1 —X2—X3 =2
System in “oberer Dreiecksgestalt”; ausgeschrieben { —2xp-x3 = }
—ZX3 =-1
Von unten nach oben lassen sich x3, x5, x1 berechnen.

e Beispiel Mendel (von oben):

1 1 1 1 1 1
1 -1 9o 1 -1 9o 1 -1 9o
2 1 2 1 2 "1
1 1 1 72+71 1 1 Z3+72 1 1
(—z 2 150)*(0 i 150)*(0 1 —20)
o -1 Lo 0o -1 1o 0 0 0]0
ausfiihrlich . .
P - %PE LT 0
iz - 33 = 0

e}
I
en}

Losung z.B. p; = A beliebig, dann p; = 2\, pj = A, also

1
pr=A (2) (Mit der Zusatzbedingung p; + p; + p3 = 1 folgt A = 411)
1
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(16.6) Satz. Effekt des Gauf3-Algorithmus, allgemein:

Ist das lineare Gleichungssystem A - x = b gegeben, so ldsst sich die “Systemmatrix” (Alb)
durch elementare Zeilenumformungen auf sog. Zeilenstufenform bringen, also auf die Ge-
stalt:

B o % % % % % | %
0 0 m % * * *|%
0 0O 0 m * * *|=*
000 00O O m|x
0 00 0 0 0 0]=

Das System in Zeilenstufenform hat die selben Losungen wie das Original, sie lassen sich
durch “Ausrechnen und Einsetzen von unten nach oben” bestimmen.

(16.7) Satz. Berechnung von Inversen
Ist A eine quadratische(!) n x n-Matrix, so ldsst sich A1 - falls existent - mit Gauf} bestim-
men; sind vy, ..., v, die erste, ..., n-te Spalte von A7l sosteht A- A™' = E fiir

0

1 1 0
A-v1 = 0 ,A-v=101],.. A-v, = 0
0 6 1

Also sind die Spalten von A~! mit linearen Gleichungssystemen zu bestimmen.
(Falls eines nicht Isbar ist, existiert A~ nicht!)

(16.8) Beispiele. - FurO<p<1,0<g<1list

e (p O _(1-p 0
1-p gq \-1+p 1-g
von Interesse.

{ 1-p 0 |1 \zezaf{1-p 0 |1
_ErsteSpalte.(_l+p 1“70) ( 0 1—q1)r
1
alsovlz(lip)
o
_ZweiteSpalte3( ) : O)ZZLm(l_p : 0),
-1+p 1-g
()
alsovp=| 1
1-q
10
Insgesamt: A‘1=(1Ip 1
T-q 14

RS
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1 -1 -1\"
-1 1 —1] =2
-1 -1 0

Spalte 2 aus:

In der mathematischen Analyse von Modellen treten oft auch Eigenwerte auf. Vorab benotigt
man hier den Begriff der Determinante einer quadratischen Matrix

(16.9) Definition. Jeder quadratischen (n x n) Matrix ist eine Zahl zugeordnet, ihre Deter-
minante. Es gibt dafiir eine Rekursionsvorschrift:

n=2:
a1 4z
det = a1 - A — a1 - Ay
a1 dax
n=3:
a11 a2 413 Ay G
det|a»y axp ax3|=1-a;;- det
azp 4ass
az1 dsz 4ass N
Zeile 1 & Spalte 1
»gestrichen”
a a a a
+(-1)-ap- det 2T +1-a13- det 2 22
az1 4ass azy asz
—— ———
Zeile 1 & Spalte 2 Zeile 1 & Spalte 3
,gestrichen” ,gestrichen”
n=4:

a1 a2z 413 a4
a a a a
det| %t 922 423 @2
az1 azy as3 a4z
a4 A4p 043 44

N

Zeile 1 & Zeile 1 &
=1-ay;-det| Spaltel |+ (-1)-a1-det| Spalte2

gestrichen gestrichen

Zeile 1 & Zeile 1 &
+1-a13-det| Spalte3 |+ (—1)-a14-det| Spalte 4
gestrichen gestrichen

(Rekursion: Sukzessives Zurtickfithren auf kleinere Matrizen)
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(16.10) Definition. Allgemein sieht die Rekursion fiir

a1 a2 - Aip

a a cee a
A= .21 gz gn

Al An2 - un

SO aus:

1L ; .
detA = Z(_1)1+]a1j‘detA(l’]),
j=1

wobei A7) die (1 -1) x (n - 1)-Matrix bezeichnet, welche aus A durch Streichen von Zeile
1 und Spalte j entsteht.

(16.11) Satz. Allgemeiner kann man auch “nach Zeile i entwickeln”; es gilt die Formel

detA =Y (-1)"a;;-det AU,
=

dabei entsteht A() aus A durch Streichen von Zeile i und Spalte j.

(16.12) Beispiele. 1) det(; §)=1-7—2'3=1
123
2) det|4 5 6]|=1-det > 6 —-2-det 46 +3-det 40
7 8 9 8 9 7 9 7 8

=1-(45-48)-2-(36-42)+3-(32-35)=-3+12-9=0

(16.13) Satz. Eine n x n-Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn

det A £ 0.

(16.14) Definition. Eigenwerte
Eine Zahl X € R heifst Eigenwert einer quadratischen Matrix A € R™", falls
det(A\E - A) =0 (also AE — A nicht invertierbar).

Die Berechnung von Eigenwerten behandelt
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(16.15) Satz. Bestimme das charakteristische Polynom
Xx(t) =det(t-E-A).

Seine Nullstellen sind die Eigenwerte von A. Eine n x n-Matrix hat hochstens n verschiedene
Eigenwerte, weil x(t) = t" + ... ein Polynom vom Grad # ist.

(16.16) Beispiele. - A= (i i),

o-salc (9 3)-so( 2 )
= (t-2)(t-4)-1=t-6t+7

Nullstellen: A\;» =3+v32-7=3+/2

119
—Q=(§ % %) (Mendel!)
0 1]

itz 0 2
by b
1 1 1 1 1

=(t-3) (-t 1 g g -5t (-1)

Figenwerte: \1 =1, \; = %, Az =0.

(16.17) Satz. Ein Kriterium fiir Af - 0:

Haben alle komplexen Eigenwerte von A einen Betrag < 1, so gilt A" — 0 fiir t - oo, und
umgekehrt.

(16.18) Fragestellung. Was heifst hier “komplex”?

1

(16.19) Beispiel. A = ( i
R

8

x(t)=t2-3t+5 -1 t—

3
- 32
3 /33 33
)\LZZE:E 356 ﬁzﬁi 256 ( m%0,36),
also \; » -0,17, Xy ~ 0,54. Nach 16.14 gilt also Al 5 0 fur t - oco.
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17* Komplexe Zahlen

Auch wenn das Folgende etwas in der Luft hingt (mangels direkter Anwendung), wird es
mit aufgenommen. Komplexe Zahlen sind wichtig und anwendungsrelevant.

(17.1) Problemstellung. Wie viele Nullstellen hat ein quadratisches Polynom?

- Die Gleichung
X +px+g=0

hat Losungen:
1 P /(PY
xip2=5(pEy/pP-4q) =5 = (5) =q
falls p? — 44 > 0. (Bekannt aus der Schule).
- Was ist fiir p> —~4q <0 ?
Antwort 1: Es gibt dann keine reellen Losungen (Schule).

Antwort 2: Wenn man zu den reellen Zahlen eine Zahl i = v/-1 mit iZ = -1 hinzunimmt
“und sonst wie gewohnt weiterrechnet”, hat man die Losungen:

2
i3
S —

>0

falls p? - 44 < 0.

(17.2) Definition. Komplexe Zahlen haben die Gestalt
z=a+ib

wobei a,b reell und “i? = —1, aber sonst wird gerechnet wie gewohnt”. Die Menge der kom-
plexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

(17.3) Beispiel. 3 +4i, 2, 17i, 37 — i sind komplexe Zahlen. Es gilt z.B.

(3+4i)- (37 -mi) =-34+(4+m)i,
(3+4i)-(37-mi)=3-37-3-7-i+4-37-i-4-7- i*
—~—
=1
= (111 +4m)+ (148-37m) -1

(17.4) Definition. Zur komplexen Zahl z = a +ib heifst Z = a — ib die konjugiert komplexe
Zahl und

Vz-z=+\/(a+ib)(a-ib) = Va2 +abi-abi - i2b> = Va2 + b2 = |7
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ihr Betrag (vgl. Vektoren im R?).
Ist z # 0 (also a # 0 oder b # 0), so ist

also

(17.5) Definition. Polynome mit komplexen Koeffizienten (und mit einer komplexen Va-
riablen) sind analog zum reellen Fall definiert. Ein komplexes Polynom hat die Gestalt

(%) p(2) = cu2" + 12"+ .. + 12+ o

mit komplexen Konstanten cy, ...,c, und z € C. Man kann sie wie gewohnt ableiten (was
immer die Ableitung bedeutet):

p(2) =ncp 2"+ (n=1)cp12" 2+ . 401

und analog fiir hohere Ableitungen.

Falls c,, # 0, so heifst n der Grad von p.

Ein zg € C heifit Nullstelle von p, falls p(zg) = 0. Fiir k > 1 heifst eine Nullstelle zy von p
genauer k-fache Nullstelle von p, falls

0=p(20) = p'(20) = . = p* D (20), p®(20) # 0.

(Beachte p(" (z) = n!-c, # 0, falls ¢, # 0)

Weil die Menge IR der reellen Zahlen in der Menge C enthalten ist, kann auch jedes reelle
Polynom als komplexes Polynom aufgefasst werden.

Die folgende Aussage heifit auch , Fundaentalsatz der Algebra”

(17.6) Satz. Ein komplexes Polynom der Gestalt (*) mit ¢, # 0 hat genau n komplexe
Nullstellen, wenn man diese mit Vielfachheiten zihlt. Insbesondere hat auch ein reelles
Polynom genau n komplexe Nullstellen, mit Vielfachheiten gezihlt.

(17.7) Bemerkung. Eine n x n-Matrix hat genau n komplexe Eigenwerte (wenn man Viel-
fachheiten zahlt).




17* Komplexe Zahlen 151

a 1
-1 0
Wir berechnen die Eigenwerte. Charakteristisches Polynom: x(t) = t? — at +1;
Nullstellen: A1 = 1(a = Va2 -4)

(17.8) Beispiel. A = ( ), « € R Parameter.

- Falls a® > 4 (< |a| > 2), genau zwei verschiedene reelle Nullstellen (Eigenwerte)
- Falls a? < 4, genau zwei nicht reelle Nullstellen (Eigenwerte) (& +iv/4 - a2)

- Falls a? = 4, genau eine reelle Nullstelle (Eigenwert), Vielfachheit 2.
(Btwaa =-2, x(t) =2 +2t+1, Ao = -1, mit x(-1) = x'(-1) = 0)
Fiir welche Werte von & gilt A’ — 0 fiir t — c0?
Nach Kriterium aus 16.17 ist [A\;| < 1 und |\;| < 1 notwendig und hinreichend. Falls (z.B.)

la| < 2, dann ist [\ [* =/ ”‘Iz +1(4-a2) =1, also die Bedingung nicht erfiillt.

(17.9) Satz. Eigenwerte (nochmal) und Eigenvektoren

Zur Erinnerung: Ist A eine (reelle) n x n-Matrix, so heifst A € C ein Eigenwert von A, falls
det(AE-A) =0.

Ergebnis aus der Theorie:

Ist X Eigenwert von A, so gibt es ein v € C", v # 0 derart, dass (AE - A) -v = 0 (und umge-
kehrt).

Man nennt einen solchen Vektor Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \.

(NB: Wir gehen hier zwanglos von R und R"” zu C und C" iiber, falls nétig.)

(17.10) Beispiele. > Mendel: Q = (

(@R SIESIES
=N = =

) hat Eigenwerte A\; =1, X = %, A3 = 0. Eigen-

NI=NI= O

vektoren:

1
e Zu )\ istzB. v = (2) Eigenvektor (schon in 16.5 berechnet)
1

0 -1 0
oEigenvektorzuAZ:%: %E—Q: —% 0 —%

0 -1 0
Gaufs:

0o -1 oo 1 o0 -1llo

4 2 2
0 -7 040 0 -7 00

1 1
-= 0 -510
z3-72 02 _% 02 0
0O 0 o010

1
Zeilenstufenform: EV v, = ( 0 ) (z.B.)
-1
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e Eigenvektorzu \3=0: 0-E-Q = (_

NN =
[
W =N | s | =
o
NIFN—
N —

0
Gaufs:
1 1 1 1
-s -2 010 - —x 010
it 1t 72-71 SO S
(—5—;—;0 R U I
0 -7 —310 0 -7 —310
1 1
- -z 010
_ 2 4
73-72 0 _% _% 0
0 0 010
1
Zeilenstufenform: EV z.B. v3 = | -2
1
1 1\, .
>Az(_1 O) (siehe oben; & = 1)
Eigenwerte A\, = %(1 + 1\/§)
S AV -1
Eigenvektorzu)\1=%(l+i\/§): M-E-A=| 2 "2 3
1 §+17
Gaufs:
—%+i¢7§ -1 0 ) z1o22 1 %+i§ 0
1 Lo L3 1o
22-(-3+Z1 (1 143 | o
- o "0 |o

. 1,;V3
Eigenvektor vy =2 " 2

) (zum Beispiel)

Mit Hilfe von Eigenwerten und Eigenvektoren lédsst sich die Wirkung von Matrixpotenzen
besser verstehen:

Gegeben sei die homogene lineare Differenzengleichung
@) ar41 = Q- a; mit einer reellen n x n-Matrix Q.
Eine geschlossene Form fiir die Losung existiert (— 15.9), aber Potenzen von Q sind miithsam

zu berechnen.

Den Nutzen von Eigenwerten und Eigenvektoren zeigt der

(17.11) Satz. (a) Ist A ein Eigenwert von Q und v zugehdoriger Eigenvektor, dann ist durch
¢t = Ao (t € Np)

eine Losung von (1) gegeben.




17* Komplexe Zahlen 153

(b) Allgemeiner: Sind Ay, ..., A\, Eigenwerte von Q, vy, ..., v, zugehorige Eigenvektoren (re-
spektive) und 71, ..., 7, € C beliebig, dann ist durch

¢t = YA o1 + o+ YA LD, (F € IN)

eine Losung von (1) gegeben.

(Begriindung fiir (a): Q-c; = Q- (\'v) = A'Qu = \'- \v) O

0
1
i)
2

Nach 16.14, 16.5 und mit weiteren Rechnungen hat man die Losungen:

1 e 1
(*)ct71-1t-(2)+72-(§) -(0)+73-0t-(2),
1 -1 1
1 e
cr=71-12 +’yz-(—)- 0| furt>1
(e {3

1 1 1
(#*)co=71-[2]+72-| O |+73-|-2]| fiirt=0
1 -1 1

1
Fiir t —» oo gilt (3)" > 0,also ¢; > 71 - (2)
1
Hier gilt sogar: Jede Losung der Differenzengleichung lédsst sich in der Form (*) mit geeigne-
ten 7y1, 72,3 darstellen, denn fiir jedes vorgegebene ¢ ist (**) fiir 1,2, y3 16sbar:

(17.12) Beispiel. (Mendel) Q = (

O NI=N|—=
HS [N = [ =

also

und

1 1 1 T
lineares Gleichungssystem fiir 1,2, 73 : (2 0 —2) . ('yz) = co.

1 -1 1 Y3
1
Ist etwa cp = | O | (rein homozygote Anfangspopulation), so 1ose:
0
1 1 11 1 1 171 1 1 171
2 0 2/0]-]1]0 -2 42110 -2 0/|-1
1 -1 110 0 -2 0]-1 0 0 -4|-1
also
1 1 1
’)/1: /,)/2__/’)/3__
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Losung:

1 w1 [ 1 1 1
ct:% 2 +(%) 10 +of-}1- -2 ﬁ}? 2], t—> o0
1 -1 1 1

(17.13) Bemerkung. In vielen (aber nicht allen) Féllen sind alle Losungen in der Form von
Satz (b) darstellbar. (Z.B. ist das sicher, wenn es n paarweise verschiedene Eigenwerte zur
n x n-Matrix Q gibt.) Prozedur folgt dann dem Beispiel.

Dies erklirt auch (ansatzweise) das Kriterium aus 16.17: Wenn |)| < 1, dann A’ - 0 (t - o0).

(17.14) Bemerkung. Eine wichtige Eigenschaft homogener linearer Differenzengleichun-
gen
A1 = Q-ay
ist die Folgende:
Sind (by)s0 und (c¢)-0 Losungen dieser Gleichung und B, oy Skalare, so ist auch

(B-bt+7-ct)e=0

eine Losung. Man nennt das auch Superpositionsprinzip. Bitte beachten, dass dies eine Be-
sonderheit linearer Differenzengleichungen ist!




